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Chapitre I

Espaces métriques et théoreme du
point fixe

Sommuaire.' Le fait que toute suite de Cauchy de nombres réels converge permet de construire des nombres
réels tels que V2 = sup {z | 2% < 2} ou e = lim,, .o (1+1/n)". Dans ce chapitre nous généralisons la notion
de distance de 2 nombres et les notions associées (limites de suites, continuité, suites de Cauchy) & des
espaces plus généraux, tels que l'espace C([0,1],R) des fonctions continues de lintervalle [0, 1] dans R, ou
encore 'espace des IC(R™) des sous-espaces compacts non vides de R™.

Cela nous permettra par la suite de construire des fonctions (par exemple des solutions explicites
d’équations implicites, ou des solutions d’équations différentielles) comme limite de suites de Cauchy dans
des espaces appropriés, de maniere analogue a la construction de nombres réels. Ces constructions se feront
pour la plupart en se ramenant au théoréme du point fixe (§ 3).

Au § 4 on montre comment la plupart des objets fractals usuels se définissent et se construisent naturelle-
ment & l’aide du théoreme du point fixe, appliqué & certaines transformations de IC(R™).

1 Espaces métriques et espaces vectoriels normés

La notion de distance entre 2 points du plan ou de l'espace nous est familiere. Plus généralement, dans
I’espace R™ on utilise ce qu’on appelle la distance euclidienne:

d(x’y): Z (‘xi_yi)Q ) x:(xla""xn)’y:(y17~-~ayn)eRn
1=1...n

La définition suivante généralise la distance euclidienne.

Définition 1.1 (Espace métrique) Un espace métrique (X, d) est un ensemble X muni d’une application
d: X x X — R, appelée distance ou métrique, qui satisfait les propriétés suivantes:

(1) Ve,y e X d(z,y) >0,etd(z,y) =0x=y
(2) d(z,y) = d(y,z) (symétrie).
(3) Va,y,z€ X d(x,2) <d(z,y)+d(y,z) (inégalité du triangle).
L’exemple par excellence est bien sur R muni de la distance euclidienne. Voici d’autres exemples :

(1) Sur R™ on peut considérer d’autres métriques :

o do(z,y) :max{|:r,; -y | 1= 1,...,77,}
e di(z,y) :Z?:l |zi — il
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2 CHAPITRE I. ESPACES METRIQUES ET THEOREME DU POINT FIXE

(2) Soit C([0,1],R) = {f :[0,1] — R| f continue }. Si f,g € C([0,1],R) on pose:
doo(f,9) = sup {|£(t) — g(t)| | t € [0,1]}

(3) On peut définir une métrique sur un ensemble quelconque X en posant,
pour z,y € X:
_JO0siz=y

On lappelle métrique discrete.

(4) Métrique induite. Si (X, d) est un espace métrique et A un sous-ensemble, la restriction:
dlaxa:AxA—-R

définit une distance sur A. Ainsi, la métrique euclidienne sur R? induit une distance sur la sphere
5% = {(w1,22,23) € R | 2 + 23 + 23 = 1}; pour cette métrique, la distance entre le péle nord et le
pole sud vaut 2.

(5) Métrique produit. Soient (X,dx) et (Y,dy) des espaces métriques; on peut définir une métrique sur
X xY par:

(x1,51), (x2,92) € X XY, d((z1,11), (w2,92)) = sup {dx (1, 32),dy (y1,92)} -
On vérifie dans chaque cas que les propriétés (1) & (3) de la définition de distance sont satisfaites. En fait,

dans la plupart des exemples qui précedent, la métrique provient d’une norme; c’est une donnée en rapport
avec la structure d’espace vectoriel, qui s’inspire de la notion de norme des vecteurs de ’espace:

Définition 1.2 (Espace vectoriel normé) Un espace vectoriel normé (E, || ||) est un espace vectoriel E
sur le corps K = R ou C muni d’une application || || : E — R qui vérifie:

(1) Vze B, |z >0, et |z|=0c2=0

2) VA e K,z € E,||A-z|| = |\ ||z|| , out |A| désigne respectivement la valeur absolue si K = R ou le
module si K = C.

(3) Vz,y € E, ||z +y|| < |lzf| + [|y]| ( inégalité du triangle.)
Si (E,|| ||) est un espace vectoriel normé, on définit la distance associée & une norme par:
dj y(@y) = llz =yl

On vérifie sans peine que les propriétés (1) a (3) de la définition de distance sont satisfaites. Par exemple,
la symétrie se montre ainsi:

dy (z,y) = llz =yl = 1=y — )l = [y — 2l = ly — =l = dy (v, z)
Quelques exemples d’espaces vectoriels normés:

(1) Dans R™ on peut définir plusieurs normes:

»>

ERRRE}

e La norme euclidienne : ||z| = z? , que l'on note aussi [|z||,.

n
o ||lz||, =sup{l|z;|,i=1,...,n}

o llzlly = > fal.

i=1,....,n



1. ESPACES METRIQUES ET ESPACES VECTORIELS NORMES 3

(2) L’espace vectoriel C([0,1],R) peut étre muni des normes:

(3)

o £l =sup{lf()] , ¢t €01}
o £l = Jy 1£(t)] dt

o [flly= /[y (F(t))2dt

On peut généraliser de plusieurs facons les exemples de (2). D’abord, considérons Iespace vectoriel sur
C des fonctions continues de [0, 1] dans C, noté C([0, 1], C); on peut le munir des normes:

1l = sup {LFO)] . ¢ € [0,1]}
wm=luww

1
wmz‘éuw%t

ou ici | | dénote le module des nombres complexes. On peut encore considérer un compact K de R™
et 'espace C(K,RP) des applications continues de K dans RP. Puisque toute application continue sur
un compact est bornée, la définition suivante a un sens:

[flloe =sup {llf(@)llge » x € K} , f€C(K,RP)
et on vérifie qu’elle définit bien une norme.

Si X est un ensemble quelconque, on peut considérer I'espace vectoriel B(X,RP) des fonctions bornées
de X dans RP et le munir de la norme:

[flloe = sup{[lf(@)llgs , w € X}, f € B(X,RP)

Si ' C E est un sous-espace vectoriel de E et || || une norme sur F, sa restriction a I’ définit une
norme sur F. Par exemple, cela s’applique a

d
P ([0,1],R) = {feC([O, 1],R) ‘ f(t) :Zaiti} ,
=0

le sous-espace vectoriel de C ([0, 1], R) formé par les applications polynomiales.

Norme produit. Si (E,|| ||z) et (F,|| ||) sont des espaces normés, on peut définir une norme sur
I’espace vectoriel E x F' par:

(z,y) € EXF, ||(z,y)[l = sup {{|zll g [[yll o} -

Le fait que les propriétés (1), (2) et (3) de la définition 1.2 sont satisfaites par ces exemples se vérifie
facilement, & l'exception de la propriété (2) (|| f|| = 0 = f = 0) pour la norme || ||, et || ||, de exemple
(2), pour laquelle il faut utiliser le lemme suivant. La propriété (3) (inégalité du triangle) de la norme || ||,
se démontre comme pour la norme euclidienne (voir [4, th. IV.1.1].)

Lemme 1.3 Soit f:[0,1] — R continue et supposons que f(t) >0, Vt € [0,1]. Alors:

1
/f(t)dtzO — f=0
0
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Preuve: Si 3ty € [0,1] avec f(tg) > 0, puisque f est continue 36 > 0, § < 1, tel que f(t) > f(tg)/2 si
[t —to] <9, t€[0,1]. Au moins la moitié de I'intervalle [ty — 0, to + 9] est inclus dans [0, 1], et donc:

/1f(t)dt2 [ swa = sgwp s o

[to—0,to+6]N[0,1]

ce qui contredit I’hypothese.
q.e.d.

A Taide de la notion de distance on va maintenant définir les notions de limite de suites, limite d’appli-
cations, continuité d’applications.

Définition 1.4 (Limite d’une suite) Soit (X, d) un espace métrique et soit {x,} C X une suite dans X.
On dit que cette suite converge vers a € X si:

Ve >0, dN. tel que n > N, = d(z,,a) < ¢

et on écrit alors:
lim (z,) = a, ou encore x,, — a si n — o

n—oo

Remarquons que si elle existe, la limite d’une suite est unique. En effet, si on a a et o’ dans X tels que
Ve > 0, IN. tel que n > N = d(xy,,a) < ¢

et
Ve >0, IN! tel que n > N! = d(z,,d") <e

alors, si n > sup {N., N/},
d(a,a’) < d(a,z,) + d(z,,a’) < 2

et donc d(a,a’) < 2¢, Ve > 0, d’ou d(a,a’) = 0, et il en suit que a = d’.

Par exemple, si I'on munit C([0, 1], R) de la norme || ||, dire qu’une suite {f,,} de fonctions converge vers
une fonction f € C ([0, 1], R), c’est dire qu’elle converge uniformément vers f, ce qui implique en particulier la
convergence ponctuelle: pour tout ¢ € [0, 1] fixé, la suite { f,,(¢)} C R converge vers f(t) (convergence dans R).
Par contre, dire que cette suite converge pour la norme || ||, c’est dire qu’elle converge ”en moyenne”, ce qui
en général n’implique pas la convergence ponctuelle. Par exemple, la suite de fonctions {t"} C C ([O, 1], R) ne
converge pas pour || || (car ce ne pourrait étre que vers la fonction identiquement nulle, et ||t — 0|, = 1),
alors que pour la norme || ||; elle converge effectivement vers la fonction identiquement nulle:

1
1
||t”—0||1:/ Pdt = — L 0sin - oo,

Définition 1.5 (Limite d’une application) Soient (X,dx) et (Y,dy) des espaces métriques, f: X —» Y
une application, a € X et b € Y. On dit que f(x) tend vers b lorsque = tend vers a si

Ve >0, 3. tel que dx(z,a) < d. = dy (f(x),b) <¢e

et on écrit alors:
lim (f(z)) =b, ou encore f(z) = bsiz — a.

Tr—a
On dit que f est continue en a si lim,_, f(z) = f(a); on dit que f est continue si elle est continue en tout
point a de X.

La proposition suivante montre que I’étude de la limite d’une application peut se ramener a I’étude de limites
de suites.
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>

Figure I.1: L’aire hachurée représente la norme la norme || ||; de la fonction ¢"

Proposition 1.6

lim f(z) = b <=V suite {z,} avec z,, — a,on a: f(x,) — b

r—a

Preuve: Commencgons par 'implication =. L’hypothese dit:
Ve > 0,30 >0 t.q. d(z,a) < 0. = d(f(x),b) <e

et si x, — a, n — oo, IN;, = N, tel que n > N, = d(x,,a) < d. ce qui implique encore que d(f(z,),b) < &,
et donc on a bien que f(x,) — b.

Pour la réciproque, il nous faut raisonner par ’absurde. Nions le fait que f(z) — bsi x — a:

Je >0 tel que Vé > 0,35 tel que d(xs,a) < 0 mais d(f(zs),b) > €.
On peut prendre en particulier 6 = 1/n, n € N, ce qui nous fournit une suite {x,,} C X qui tend vers a,
mais d(f(xn),b) > ¢, ¥n € N.
q.e.d.
Examinons par exemple la continuité de I’application ”évaluation en 0”:
evo : C([0,1],R) = R , evo(f) = f(0)

Puisque |f(0) — g(0)] < ||f — gll.., on voit que evy est continue si on munit C([0,1],R) de || ||,. Par

contre, la suite de fonctions (£t —1)" tend vers 0 pour la norme || ||;, puisque ||(t —1)"|; = 1/(n+1), mais la
suite evg((t—1)") = (—1)" ne tend pas vers 0. Nous donnons maintenant une condition qui assure que deux

métriques (ou deux normes) sur un méme espace définissent les mémes notions de limite et de continuité.

Définition 1.7 (Métriques équivalentes) Soient dy et dy deux métriques sur l'ensemble X. On dira
qu’elles sont équivalentes s’il existe deux constantes ky > 0 et ko > 0 telles que:

Ve,ye X, di(x,y) <k -de(z,y) et do(x,y) <ks-di(z,y)

Si|l Iy et ] |, sont deux normes sur l'espace vectoriel E, on dira qu’elles sont équivalentes s’il existe des
constantes k1 > 0 et ko > 0 telles que:

Ve e B, [lefy <ku-llzlly et [l < kel
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On vérifie immédiatement que si sur I'espace métrique X on remplace la métrique d; par une métrique do qui
lui est équivalente, une suite {z,} C X a pour limite a € X relativement & d; si et seulement si c’est le cas
relativement a ds. Il en va de méme pour la notion de continuité d’une application f: X — Y, lorsque 1'on
remplace sur X, respectivement sur Y, les métriques par des métriques équivalentes. Aussi, les métriques
associées a des normes équivalentes sont équivalentes.

L’exemple de P'application evy : C([0,1],R) — R ci-dessus montre que les normes | ||; et || ||, ne sont
pas équivalentes. On vérifie tout de méme que Vf € C([O, 1], R), Il f1l; < ||fll o> ce qui assure que toute suite
de C([O, 1], R) qui converge uniformément converge aussi en moyenne.

Les diverses normes vues sur R™ sont équivalentes, car on vérifie facilement que:

Ve e R", |zl < llzlly < llzlly < nllzl,

En fait on a méme plus:

Proposition 1.8 Toutes les normes sur R™ sont équivalentes.

. ! ’ . N
Preuve: Soit || || une norme quelconque sur R™. On va montrer qu’elle est équivalente a || ||;. Tout d’abord,
tout x € R™ g’écrit x = Z:L:l x;e; ou les e; sont les vecteurs de la base canonique de R™ et donc:

n !
Y ziel| <Yl el <MY
o i=1,.

JeeyT
ol M:sup{||ez-||/ ci=1,...,n}

=" =

il = M - [l
1

ce qui montre déja la moitié de I’équivalence de ces deux normes.
Montrons maintenant que ’application:

" @) — R

est continue. Voyons d’abord une conséquence de 'inégalité du triangle, valable pour toute norme sur un
espace vectoriel F:
Vo,y € B, [zl = [lz —y +yll < [lo =yl + |y

et donc
Izl = llyll < llz =yl

mais puisque les roles de = et y sont interchangeables, cela prouve que
ezl = llyll] < llz =yl

(ce qui prouve, entre autre, qu'une norme est toujours une application continue). Revenons & notre norme
!/
|| |I"- Pour tout z, y&€ R™ nous avons:

lzll” = llyll'] < e = yll" < M Jlz —yl,

ce qui montre bien que || |": (R™, | ||,) — R est continue. Tl faut se rappeler maintenant que le bord de la
boule de rayon 1 pour la norme || ||; dans R™

C= {x e R" ‘ |zl = 1}
est compact dans R", et que toute fonction continue sur un compact de R™ atteint son infimum et son
maximum (voir [4, IV.2, th. (2.3)] .) Cela implique que
inf {[|z||", avec x e R" et ||z|, =1} =k >0

car si cet infimum était nul, il serait atteint, ce qui voudrait dire qu'il existerait un vecteur z de C, donc
non nul, avec ||z||" = 0. Remarquons que pour tout 2 € R” non nul, z/ ||z|, € C et donc:

!

> lzfly -k s ie el < (1/K) 2]/

" = lllly

T
llly
g.e.d.
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Remarque 1.9 En fait il se peut que 2 métriques définissent les mémes notions de convergence sans étre
équivalentes au sens de la définition 1.7. Par exemple, si (X, d) est un espace métrique, on vérifie facilement
que la métrique d;(z,y) = inf{l,d(x,y)} définit la méme notion de convergence que d, mais n’est pas
équivalente a d si celle-ci n’est pas bornée.

2 Ouverts, fermés, adhérence

Définition 2.1 (La boule) Soit (X, d) un espace métrique, a un point de X et r > 0. On définit la boule
(ouverte) de centre a et rayon r par:

B(a,r)={z € X | d(z,a) <r} .

Définition 2.2 (Sous-ensemble ouvert) Le sous-ensemble U de 'espace métrique (X,d) est dit ouvert
si:

Ve e U, 3r > 0 tel que B(z,r) CU.

Exemples 2.3
1) Dans R les boules ne sont autres que les intervalles ouverts bornés: B(z,r) =]z —r,x + r[.
2) R\ {0} est un sous-ensemble ouvert de R, car si z # 0, B(z, |x|) C R\ {0}.

(1)
(2)
(3) Plus généralement, dans un espace métrique (X, d), si a € X, X \ {a} est ouvert.
(4) Q n’est pas ouvert dans R, car toute boule de R contient des irrationnels.

()

L’ensemble U = {f € C([0,1],R) | f(0) # 0} est un ouvert de C([0,1],R) muni de || ||, carsi f € U,
B(f,|f|) CU. Qu'en est-il pour | |[|;?

(6) P([0,1],R) n’est pas ouvert dans C([0, 1], R), car dans toute boule de centre 0 € C([0, 1],R) on trouve
des fonctions continues qui ne sont pas polynomiales (par exemple celles de la forme r - sin(27t)).

(7) Les boules elles-mémes sont des ouverts: si x € B(a,r), alors v’ =r—d(x,a) > 0, et B(x,r") C Bl(a,r),
car si y € B(x,r’'), d(y,a) < d(y,z) +d(x,a) <1’ +d(x,a) = 7.

(8) Sil'ensemble X est muni de la métrique discrete, tout sous-ensemble est ouvert.

Définition 2.4 (Sous-ensemble fermé) Le sous-ensemble F' de 'espace métrique (X, d) est dit fermé si
son complémentaire X \ F' est ouvert.

Par exemple, les sous-ensembles constitués par un point sont fermés.

Définition 2.5 (Adhérence d’un sous-ensemble) Soit A C X un sous-ensemble de I'espace métrique
X. On définit 'adhérence A de A par:

A={xe X |V¥r>0, B(z,r)NA#0}

Remarquons que A C A, puisque si # € A, ¥r > 0, B(z,r) N A > 2. La prochaine proposition fait le lien
entre la notion de fermé et d’adhérence, et montre qu’on peut exprimer 'adhérence en termes de limites de
suites.

Proposition 2.6 (1) A est fermé & A=A .

(2) A= {x € X |3 une suite {z,} C A telle que lim,_.(z,) = z}.



8 CHAPITRE I. ESPACES METRIQUES ET THEOREME DU POINT FIXE

Preuve: (1) Si A est fermé et x € X \ A, puisque ce dernier est ouvert Ir > 0 t.q. B(z,7) C X \ Aet z ¢ A;

donc A = A.
Réciproquement, si A = A et x € X \ A, alors ¢ A, donc 3r > 0 t.q. B(z,7)N A = (), c’est-a-dire
B(z,r) C X\ A.
(2) Sizg € A, Vn €N, B(z,1/n)N A # 0, donc Iz, € B(x,1/n)N A, et alors lim,, o (z,) = z.
Réciproquement, si 3{z,,} C A, lim,,_.(z,) = x, Vr > 0, B(z,r) N A > x,, pour n > N,, et donc on a
bien que B(x,r) N A # 0.
q.e.d.

Exemples 2.7
(1) L’adhérence du sous-ensemble Q de R est R lui-méme puisque tout nombre réel est limite de rationnels.
(2) Soit A={1/n|neN}CR. Alors A= AU {0}.

(3) Un théoreme de Weierstrass (voir le théoreme 2.10 & la fin de ce §) affirme que toute fonction f €
C([O7 1],R) est limite uniforme d’une suite de polynémes. Cela peut s’exprimer en disant que si I'on
munit C([0,1],R) de || |, on a:

P([0,1],R) =C([0,1],R).
(4) L’adhérence de l'intervalle |0, 1] dans Pespace Ry = {z € R |z > 0} est le méme intervalle |0, 1] (le
point 0 est bien limite d’une suite dans ]0, 1], mais il n’appartient pas & I’espace ambiant considéré

Ry !). Cela montre qu’il est important de savoir dans quel espace on travaille lorsqu’on considére les
notions d’ouvert, fermé etc. .., bien que souvent cela ne soit pas dit explicitement.

(5) Si A C R est borné, alors inf(A), sup(A4) € A.

La notion suivante est parfois utile.

Définition 2.8 (Voisinages) Soit (X, d) un espace métrique et a € X. On dit que V' C X est un voisinage
de a dans X s’il existe un ouvert U C X tel que a € U C V.

Pour terminer ce §, citons sans preuve une proposition qui montre que 1’on peut exprimer la continuité sans
faire appel a la notion de distance, mais seulement en termes d’ouverts, fermés ou voisinages.

Proposition 2.9 Soient (X,dx) et (Y,dy) des espaces métriques, f : X — Y une application et a € X.
On a:

(1) f continue au point a < ¥V wvoisinage de f(a) dans Y, f=1(V) est un voisinage de a dans X.

(2) f:X =Y est continue = YV CY ouvert, f=1(V) est ouwvert dans X < VF CY fermé, f~1(F) est
fermé dans X .

Par exemple, considérons la fonction

3

—= siz; #0
f($1,$2) = €1

0 sinon

L’ensemble
0 —ee)) ={(z1,22) €R?* |21 #0, 23 <ew1} U{(0,22) | 22 € R}

est représenté en gris sur la figure I.2. On voit que ce n’est pas un voisinage de (0,0), ce qui, d’apres la
proposition 2.9(1), montre que f n’est pas continue en (0,0).
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x5 2
_’L‘lz—— _1‘2
: e

Figure 1.2: f~1(] — ¢,¢[) n’est pas un voisinage de (0,0) : f n’est donc pas continue en (0, 0)

La preuve de Bernstein du théoréme d’approximation de Weierstrass

Le théoreme d’approximation de Weierstras dit que toute fonction f € C([O, 1], R) peut étre approchée par
des polynomes. On va présenter la preuve de S.N. Bernstein (1912) de ce théoréeme, qui définit explicitement,
en termes des valeurs de f, une suite de polyndmes f,(x) convergent uniformément vers f, pour x € [0, 1].
Soient k et n des entiers, 0 < k < n. On définit le k-ieme polynome de Bernstein de degré n par :

k n k n—k U = 7'
— (1 = > <
By (x) <k>x (1—2x) , kn>0 , k<n , ou <k> M(n— &)l

Si f €C([0,1],R), son n-iéme polynome de Bernstein est défini par :

)= 3 1) ()t 1 -

Théoréme 2.10 La suite {f,(x)},~, converge uniformément vers f(x) pour x € [0, 1].
Cela équivaut a dire que lim,, o || f — fnl . = 0, ou encore :
Ve >0, 3N, (indépendant de z) tel que n > N, = |f(x)— fu(x)]| <e , Vae€]0,1]

D’abord deux lemmes; le premier donne deux propriétés fondamentales des polynomes de Bernstein.

Lemme 2.11 Les polynomes de Bernstein vérifient les propriétés suivantes :
i)
Bf(z)>0 Vzelo,1]
> Bi@)=1 , ¥n>0
k=0

Preuve: 1) suit du fait que 0 < x < 1. Pour ii) on utilise la formule du binéme de Newton :
" /n
n" = kbnfk
(a+b) ;} < k>a

ou il suffit de posera =z et b=1— .
q.e.d.

Le deuxiéme lemme consiste en des calculs avec les coefficients binomiaux.
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Lemme 2.12
i)
Zk(n> 1-—z)"F=n-z
k
k=1

Preuve: Pour i) :

Zk( ) (1—az)"Fk

I
=~

- n _ - n-(n—1) e
ZkQ(k>xk(1x)” k;kzh(k:—(l)!(n)— kﬂxk(lfx) k

n—1
-1
1_$>n—k (on pose k:f—i—l =n- <Z f-i-l ( )xe(l—x)"’_l_€>

=0
nl()

n—1 n—1
_ n—1\ , n—1—2¢ -1 e
nx(Zf( ’ >x(1x) JrZ( 0 )
=0 (=0

=1
Preuve du théoréme : Puisque f : [0,1] — R est continue et [0,1] compact, d’apres [4, th. TI1.4.5] f est
uniformément continue. Dong, si € > 0 est donné, il existe d. > 0 (indépendant de x) tel que

I

3

8
(7=

-

N

> 3
\

— =
~_
8
>~
L

=(n—1)-z par 1)

=n-z-(n=1)-z+)=n>2>4+n-z-(1—-2x)

[z —a'|<é. = |f(x)—f@)<e
Posons § = 4. /2, de sorte que |z — 2’| < & = |f(z) — f(2')] < e/2; soit M = sup {|f(x)|, z € [0,1]}. Alors :

|f(z) = fu(z)| = ‘f(x) Z (Z)xk(l — )k - kZ:O (Z)f(%)xk(l _ gyt

k=0

Or :
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0.8 1

0.6 1

0.4+

0.2

0 " 0.25 | 05 | 075 1
Figure 1.3: Les polynomes de Bernstein de degré 4

et d’autre part

y<eM- Y () 1— )" k<2MZ<x}k/”) <k> 2h (1 — )k

ok |20 k=0
_2M (o~ (1) g ek 2T Nk yrk 2 n—k
?<x Z(k)x (1—2x) —;Zk(k)x (1—=x) +—Zk 2F (1 — z)"
k=0 k=0
oM [, 2z 1., 2M
. 2M M
(puisque z(1 —z) <1/4) < 1E = 357
Finalement : M
[f(2) = fal2)] < () + (D) <e/2+4 55
et il suffit de prendre n assez grand pour que 5oz < £/2 pour assurer que |f(z) — fn(z)| <e.
g.e.d.

Pour comprendre intuitivement le résultat précédent, il faut étudier le polynéome BF(z) : c’est un
polynéme positif, qui atteint son maximum au point z = %, et dont les valeurs se rapprochent rapidement
de 0 & mesure que l'on s’éloigne de £ (voir figure 1.3). L’expression f,(z) = Y, _o f(£)(})z* - (1 —z)"*
peut étre vue comme une moyenne pondérée des valeurs de f aux points %, ot le poids de f(£) est B¥(x).
Dong, si x est proche de £, le poids de f(%) est plus grand que le poids des autres termes; cette moyenne

n?

sera donc proche de f(£), qui est proche de f(x), puisque f est continue et que x est proche de £.

Si au lieu de Pintervalle [0, 1] on travaille avec un intervalle [a,b], on se ramene au cas de [0,1] par
Papplication ¢(x) = (z —a)/(b — a), qui induit une bijection de [a, b] sur [0, 1]. Posons :

n

B(o) = BY(6(0) = = o () @ = @0 -
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Alors, si f : [a,b] — R est continue, la suite de polynéme >_;'_ f(£)B¥(z) converge uniformément vers f(x),
pour z € [a, b].

3 Espaces complets

Définition 3.1 (Suite de Cauchy) On dit que la suite {z,,} dans I'espace métrique (X, d) est de Cauchy
si:
Ve >0, IN. tel que n,m > N, = d(xp,xm) < €.

On écrit alors: d(xy,, ) — 0, n,m — oo.
Remarque 3.2 Toute suite qui converge est de Cauchy: si lim,, . (2,) = a, cela veut dire que:

Ve > 03N, tel que n > N, = d(zp,a) <e

et donc
n,m > Ngjp = d(Tn, Tm) < d(2n,a) +d(a,r,) <e/2+e/2=c¢.

Par contre il y a des suites de Cauchy qui ne convergent pas: dans l'espace | — 1, +1], la suite {1 — 1/n} est
une suite de Cauchy, puisque la méme suite converge dans R vers 1, mais 1 €] — 1,+1[. Cet exemple peut
paraitre artificiel, mais la remarque 3.4 montre que ce n’est pas le cas.

Remarquons encore que 2 métriques équivalentes définissent la méme notion de suite de Cauchy.

Définition 3.3 (Espace métrique complet) L’espace métrique (X, d) est dit complet si toute suite de
Cauchy dans X converge (dans X).

L’intéréet des espaces complets est de pouvoir y représenter les éléments comme limites de suites de Cauchy.

Par exemple, dans R on a:
1 n
e = lim (1 + —)
n—o0 n

ce qui définit parfaitement le nombre e une fois que 'on a montré que (14 1/n)™ est une suite de Cauchy.
L’exemple par excellence d’espace complet est R™, muni d’une norme quelconque (elles sont toutes
équivalentes). Un des buts principaux de ce chapitre est de montrer que (C([0,1],R), || [|.,) est complet.

Remarque 3.4 La construction de R a partir de Q peut se généraliser de la fagon suivante : pour tout espace
métrique (X, d) on peut construire (de maniére essentiellement unique) un espace (X, d) qui le contient, qui

est complet et tel que 'adhérence de X dans X est égale a X. On appelle X le complété de X; on va
esquisser sa construction. On pose :

X = {{zn} ey C€ X | {zy} est une suite de Cauchy} / ~

olt ~ est la relation d’équivalence qui identifie deux suites {z,} oy et {2}, }oy si lim, oo d(xn7 ) = 0.
En désignant par [z,] la classe d’équivalence de la suite {x,}, on définit une métrique sur X en posant
d([xn], [yn]) = limy,— oo d(2p,yn); on montre que cette limite existe (en utilisant que R est complet!) et
qu’elle ne dépende pas des représentants de [z,] et [yn] que 'on choisit. On définit une inclusion 7 : X — X
par i(z) = [x,2,...,z,...] . On montre enfin que X est complet et que Padhérence de i(X) est égale & X.

Exemple 3.5 L’espace (C([0,1],R),]|| ||,) n’est pas complet: la suite de fonctions continues

(@nsitel0,1/2)
fu(t) = { 1site[1/21]

est de Cauchy pour || ||,, puisque

[ 100 = g = /2|0 1) <151
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0 12 1 >
Figure I.4: L’aire hachurée représente la distance pour la norme || ||; entre 2 termes de la suite f,(t)

mais si f,, convergeait, sa limite f(¢) devrait étre nulle dans [0,1/2[, égale & 1 dans [1/2,1]. Cela suggere
d’ailleurs que I'on pourrait compléter (C([0,1],R), || [|;) en considérant des fonctions plus générales que des
fonctions continues.

Les exemples d’espaces complets dont nous aurons besoin par la suite seront construits a ’aide des trois
propositions qui suivent, a l'exception de l'espace K(R™) du §5.3.

Théoréme 3.6 Soit X un ensemble. Alors lespace B(X,RP) de fonctions bornées de X dans RP muni de
la norme || f|| o, = sup {||f(2)||gs ;= € X} est complet, ot || ||p, est l'une des normes équivalentes sur RP.

Preuve: Soit { f,,} une suite de Cauchy. Pour tout z € X fixé, la suite des valeurs correspondantes: {f,(z)} C
RP est de Cauchy, et comme RP est complet, elle admet une limite. On définit 'application f: X — RP en
posant:

f(z) = lim (fn(z)).
n—oo
C’est un bon candidat pour la limite de la suite f,. Le reste de la preuve consiste & montrer que:

(1) f e B(X,R™) (c’est-a-dire: f est bornée).

(2) La suite f,, tend vers f au sens de la norme || || (c’est-a-dire la convergence de f, vers f a lieu non
seulement point par point, mais uniformément sur X).

(1) Utilisons I'hypothese que f,, est de Cauchy avec € = 1:
AN, tel que n,m > N1 = ||fu(x) — fon(@)||ge < 1, Vo € X
Puisque fu, : X — RP est bornée, 3 M tel que ||fn, (2)|| < M, Va € X, do0’ :
(@)l < @) = fs @I+ vy (@) < 1+ M, Vz € X, m > Ny
et donc f(x) <14 M et f e B(X,R"). (2) Soit € > 0 et x € X. Puisque f(x) — f(x), INL, tel que

k>N, = |lfu(z) - flo)ll <e.

Pour ce €, IN2 tel que
k0> N2 = | fu(z) — fo(z)| <eVr e X

puisque la suite d’applications {fx} est de Cauchy. Donc, si £ > N2 et k > sup {Nl

z,E0

[fe(x) = F@) < [ fe(@) = fr(@)| + (@) = f(2)| <e+e

N2} on a:

et finalement
(> N2 = | fo(z) — f(@)]o <2eVz e X

g.e.d.
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Proposition 3.7 Soit X un espace complet et A C X. On a:

A est complet < A est fermé .
Preuve: Si A C X est complet et {a,,} C A est une suite qui converge vers z € X, alors {a,,} est une suite de
Cauchy (puisque dans X elle converge). Mais alors elle doit converger dans A, puisque celui-ci est complet,
donc z € A. C’est dire que A est fermé dans X. Notez que jusqu’ici 'on n’a pas utilisé le fait que X est
complet.

Si A C X est fermé, toute suite de Cauchy {a,} C A doit converger dans X, puisque celui-ci est complet.

Mais puisque A est fermé, cette limite doit appartenir & A, ce qui prouve que A est complet. p
g.e.d.

Proposition 3.8 Soit K C R"™ un compact. Alors le sous-espace C(K,RP) de B(K,RP) est fermé pour la
norme || |-

Preuve: 11 s’agit de voir qu’une suite d’applications continues qui converge uniformément dans B(K,RP) a
pour limite une fonction continue. Soit done {f,} C C(K,RP) une suite qui converge uniformément vers
f € B(K,RP) et soient z,z29 € K. On a:
1 (@) = f(@o)l < If () = fu(@)l| + [[fn(2) = Fa(@o) | + [ fn(z0) — f (o)l
Pour € > 0 donné, il existe IV tel que:
n > Ne = |[f(z) = fa(z)ll <eet [[falzo) — f(zo)l| <e
puisque la suite converge au sens de || || . Il existe aussi un d, . tel que
2 = zollpn < On.e = [lfn(x) = fulzo)llpe <e
puisque f, est continue. Donc
[ = Tollgn < On..e =0 = [If(x) = flzo)|l <3¢

g.e.d.

Corollaire 3.9 Soit K C RP compact. Alors C(K,RP) muni de la métrique induite par || |, sur B(K,RP)
(i.e. convergence uniforme) est complet m.

Corollaire 3.10 Soit K C R™ compact et F' C RP fermé. Alors le sous-espace de C(K,RP) :
C(K,F)={f eC(K,RP)| f(x) e FVz € K}
est complet.

Preuve: 1 suffit de montrer que ce sous-espace est fermé. Or si {f,,} C C(K, F) est une suite d’applications
ayant pour limite f € C(K,RP), on a

Vo€ K, lim (fu(e)) = f(@) € F

puisque F est fermé, et donc f € C(K, F).
g.e.d.
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4 Le théoreme du point fixe et premieres applications

Le théoreme qui suit sera utilisé pour la construction de solutions d’équations de toutes sortes.

Théoréme 4.1 Soit (X, d) un espace métrique complet et soit T : X — X une application pour laquelle il
eriste € R, 0 < g < 1, tel que

d(T'(z),T(y)) < qd(z,y) Vz,y € X.
Alors il existe un unique point w € X, tel que:
T(w)=w.
De plus, si l’on note par T™(z) = T(T(...T(x)...)) Uimage de x par le n-iéme itéré de T, on a:
n-fois

w= lim (T"(x)) VzeX

n—0oo

et la vitesse de la convergence peut étre estimée par:

d(w, T"(z)) < d(z,T(x))

1—g¢

Une application qui satisfait les hypotheses de 4.1 est appelée une transformation contractante et g est
appelée une constante de contraction. Une telle application est uniformément continue:

d(z,y) < q = d(T(z),T(y)) < qg =

et on a méme 'expression explicite J. = %.
Un point w € X tel que T'(w) = w est appelé point fixe de T'.
Preuve du théoréme: Si w et w’ sont des points fixes, alors

d(w,w) = d(T(w), T(W")) < qd(w,w")

ce qui n’est possible que si d(w,w’) = 0, c’est-a-dire w = w’ et donc il y a au plus un point fixe.
Montrons que si 2 € X, la suite {T"(x)} C X est de Cauchy. Notons pour commencer que si £ € N,

d(T (2), T(2)) < qd(T*(2), T (2)) < ... < ¢"d(T(2),2).

Pour n,k € N on a:
AT (@), T (@) < AT (), T4 @) 4 AT (@), TE22(0) 4+ (T (@), T ()

q
@

n

< d(T(x),2)q"(L+q+ - +¢"") < d(T(2),z)

ou la derniere inégalité s’obtient en remplacant la série géométrique finie 1+ ¢ + - -- + ¢*~! de raison ¢ par
la série infinie, dont la somme vaut 1/(1 — ¢). On voit que si n — oo, d(T"+*(x), T"(x)) — 0 et donc la
suite T"(x) est de Cauchy, et par conséquent elle converge vers une limite que nous appellerons w, dont nous
allons montrer que c’est un point fixe de T'. D’abord, remarquons que

lim (7" (2)) = lim (T"(z)).

n—oo n—oo

Ensuite, le fait que T" est contractante entraine qu’elle est continue, et donc:

w= lim (T""(z)) = lim (T(T"(z))) = T( lim (T"(x)) = T(w).

n—oo n—oo n—0o0
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Enfin, si dans U'inégalité (#) on fait tendre k vers I’'co, on voit que:

n

q

dw, T"(@)) < d(T(@),0) T

q.e.d.

L’exemple suivant est une application typique du théoreme du point fixe et des notions développées dans
ce chapitre. Soit K : [0,1] x [0,1] — R une application continue pour laquelle il existe ¢ € R vérifiant
0 < g <1, tel que |K(z,t)| < q, Va,t € [0,1], et soit ¢ : [0,1] — R continue. On aimerait trouver une
fonction f :[0,1] — R continue satisfaisant I’équation intégrale suivante (équation de Fredholm):

f@0=¢@%+A-K@¢ﬁ@Mt

Cela se ramene facilement & la recherche d’un point fixe en définissant T : C([0, 1], R) — C(]0, 1], R) par:

T(g)(x) =¢>(:c)+/0 K(x,t)g(t)dt.

On vérifie sans peine que:
(1) T est une transformation, ¢’est-a-dire que si g € C([O, 1],R), T(g) € C([O, 1], R).
(2) T est contractante si 'on munit C([0,1],R) de la norme || ||, de constante de contraction g.

Puisque d’apres 3.9 (C([O, 1], R), I ||OO) est complet, on peut appliquer le théoreme 4.1, qui implique que
I’équation intégrale ci-dessus possede une et une seule solution et nous fournit une méthode pour approcher
cette solution: on peut par exemple itérer T sur la fonction 0. En particulier, dans le cas ou ¢ = 0, 'unique
solution est f = 0.

La méthode de Newton

Un autre exemple d’application de 4.1 nous est fourni par la méthode de Newton pour la recherche de racines
de polynomes (ou plus généralement de fonctions f : [a,b] — R), dont nous présentons maintenant deux
variantes.

Proposition 4.2 Soit f : [zg — 7,20 + 1] — R une fonction dérivable. Supposons que f'(xq) # 0 et qu’il
eviste ¢ € R tel que 0 < q¢ <1 et que:

['(z)
W) ’1 - f'(o)

<q Vx€lxg—r,xo+r]

(2)

f'(z0)

Alors [ posséde une unique racine w dans [xg — r,x9 + 7]. De plus, pour tout 1 € [xg — 1,20 + 7], la suite
T, définie récursivement par

B T

a pour limite w. Enfin, la vitesse de convergence de {x,} est estimée par

n—1

q
1—g¢q

wnmz\

f(z1)
f'(wo)

et si l'on prend x1 = xg :

‘xn - w| < rqnil
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Notons que si f est de classe C! (c’est-a-dire & dérivée continue) les hypotheses de cette proposition seront
satisfaites si x( est suffisamment proche d’une racine w de f en laquelle la dérivée de f est non nulle et si r
est assez petit.
Preuve: Posons:
@

f' (o)
et vérifions que t est une transformation contractante de [zg — r, o + r] de constante de contraction ¢; le
résultat suivra alors de 4.1, puisque t(z) = x équivaut a f(z) =0. On a:

f'(x)
f'(wo)

et donc si © € [zg — r,xo + 7], |t'(x)] < ¢. On déduit alors du théoréme des accroissements finis (voir [4,
chap. II1.6.11]) que

t(x) =

t'(x)=1-

Yo,y € [zo —raxo+r], z <y , e [zr,y] tel que t(x) —t(y) =t'(&)(z —y)

et donc
[t(x) —t(y)| < qlz -yl

a cause de I’hypothese (1).
Siz € [xg—r,zo+7],

[t(x) — ol < [t(z) = t(wo)| +[t(x0) —wol <q-r+r-(1—-¢)=r

a cause de la premiere partie de la preuve et de 'hypothese (2). Cela prouve bien que ¢ est une transformation
contractante de [wg —r, 2o +7], et en fait x,, = "~ Y(z1) et 21 —t(x1) = f(x1)/f(20). Les affirmations suivent
alors de 4.1.

g.e.d.

Proposition 4.3 (Variante de la proposition précédente) Soit f : [xg—r,zo+7] — R une application
deuz fois dérivable. Supposons que f'(x) # 0, x € [xg — ryxo + 1] et qu’il existe ¢ € R tel que 0 < g <1 et
que:

(1) ‘%J:;gx) <q Vaelvg—rzo+7]
©) Pl <ra-.

Alors [ posséde une unique racine w dans [xg — r,xo + 1]. De plus, pour tout xy € [xg — 1,20 + 1], la suite
x, définie récursivement par

Tpyl = Tp — f’(l‘ )
n

a pour limite w. On a
n—1

f(z1)
f'(w1)

mn—m<]

I—gq
et si l'on prend x1 = xg alors

|z, — w| < rg™ 7t

Preuve: On reprend le schéma de la preuve précédente avec t(z) = x — ;,((ﬂ;)). Ici on a:

to) - L)
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T2 g I3 Zo

Iy T3 T2 T

Figure 1.5: Méthode de Newton selon 4.2 et selon 4.3

et 'hypotheése (1) nous assure alors que t est contractante. Le fait que ¢ est une transformation de [z¢ —
r,xo + r] se montre comme dans la proposition précédente.
q.e.d.

Par exemple, calculons la racine de 2 & P'aide des propositions qui précedent. On pose f(z) = 22 — 2 et
le probleme est de calculer la racine positive de f. On commence par faire un bon choix pour zq et 7:

1
.130:3/2 s 7":5.

Alors .
1_f(a:) :3—2xS1
f'(@o) 3 3
et d’autre part
flxo)| 1
(o) 127

on peut donc prendre ¢ = 1/3. On doit itérer la fonction

~ f(2) Bz —a?+42
fr(xo) 3

On commence 'itération avec z1 = xo = 3/2 et on obtient

t(x)==x

17 - 611 _
= —(=1,416... = 1,416 = —(=1,4143518 te....
) 12( 3 ) )75(:3 432( 3 )7€C
L’estimation de la convergence donne |z, — V2| < (1/2) (1/3)" "
Essayons maintenant avec la variante, en prenant toujours xgp = 3/2, r = 1/2. On doit itérer la fonction

B flz) 242
Ho) =z () 2z
On vérifie que
’f(x)f”(x) <1
fr@)? |72
et que
‘ [ (o) _ 1
flao)| 127
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On peut donc prendre ¢ = 1/2. L'estimation de la convergence donne |z, — v2| < (1/2)". En partant de
x1 = 3/2 on obtient:
17 577

2y = 15 (= 1,410), 25 = oo (= 1,4142156862745098039) , etc...

Equations intégrales de Volterra

D’abord on va étendre un peu les possibilités d’applications du théoreme 4.1.

Proposition 4.4 Soit X un espace métrique complet et T : X — X une transformation telle qu’il existe un
entier positif N tel que la N-iéme itérée TN de T soit contractante. Alors T admet un et un seul point fize
w, et Ve € X, lim,—(T"(z)) = w.

Preuve: On peut appliquer 4.1 & TV, et donc TV posséde un unique point fixe w, et lim, o, 7"V (z) = w,
Vz € X. Mais alors:

TM(T(w) =TV (w) = T(T™ () = T(w)
et on voit T'(w) est aussi point fixe de 7%, donc T'(w) = w. Ce point fixe de 7" est unique, car tout point fixe

de T est aussi point fixe de TV. Il reste a voir que w = lim,,_,o, T"(z), V2 € X. Soit donc x € X; on sait
que limy,_oo TFN(T%(2)) =w, £=0,...,N — 1 et donc

Ve>03K:, 0=0...,N —1 tels que k > K! = d(TFN(T*(x)),w) <& ;
posons K. = sup {K?,..., KN~'}. Alors, si n > N - K., par division euclidienne n peut s’écrire de fagon

unique sous la forme :
n=k-N+r , avec 0<r<N-1

etn>N-K.=k-N+r>N-K.=k>K,—r/N=Fk>K,, puisque k est entier et r/N < 1, et donc
d(T"(x),w) = d(T*N(T"(x)),w) < &
g.e.d.

Un exemple de transformation non contractante, dont un itéré est une application contractante : on prend
Papplication linéaire A : R? — R? de matrice (8 180
envoit le 2-eme vecteur de base sur un vecteur de longueur 100, mais A% = 0 est tout ce qu’il y a de plus
contractant.

Un exemple plus substantiel nous est fourni par les équations intégrales de Volterra. On se donne les
fonctions K : [0,1] x [0,1] — Ret ¢ : [0,1] — R continues. On cherche une fonction f : [0, 1] — R qui vérifie :

>. A n’est visiblement pas contractante, puisqu’elle

J(@) = d(2) + / " K () f(t)dr

C’est dire qu’on cherche un point fixe de la transformation

7:¢(0.1.R) — €(0.1.R), Tlg)(x) = 6(a) + [ K(z.0)g(t)dr.
0
Nous allons montrer par induction sur n que

(1)) = T (92)(2)] < 2" 1 ~ .

ou M = sup{|K(z,t)|, z,t €[0,1]}. Pour n = 1 cette inégalité se vérifie facilement. Supposons-la vraie
pour n et montrons qu’elle est vraie pour n + 1:

T (g1) () = T (g2) (2)] = [T(T™ (1)) (x) = T(T"(g2)) ()]

x T tn
< [ K@l @O - T a0l < [ M gy~ gal o de
0 0 :

xn—i—l
= M g1

(n+ 1)

_92”00 :
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On en déduit que

mn mn Mn
177 (90) = T (92w < o Nl = 921

et comme lim,, .o, M™/n! = 0, si on choisit ¢, 0 < ¢ < 1, il existe N tel MY /N! < q et alors TV sera
contractante, de constante de contraction g. On peut donc affirmer que I’équation intégrale dont on est parti
admet une unique solution, que I’on peut obtenir par itération de T

5 Construction de fractals par la méthode des IFS (Iterated Func-
tion Systems)

Les objets fractals ont étés étudiés pour la premiere fois de fagon systématique en 1975 par Benoit Mandelbrot
[5]. Ce sont des sous-ensembles du plan, de 'espace ou plus généralement de R™ qui ont comme propriété
caractéristique d’étre d’un aspect compliqué, alors qu’ils sont définis par des régles tres simples.

Il n’existe pas de définition précise de la notion de fractal; deux approches sont possibles, I'une disant
qu’un objet fractal est un sous-ensemble de R™ de dimension de Hausdorff non entiére (mais tous les exemples
usuels sont de dimension un nombre qui n’est pas non plus une fraction), autre disant qu’un fractal est
réunion de sous-ensembles qui sont des fractions de lui-méme.

Ces deux points de vue sont d’ailleurs liés, et c’est ce qui nous permettra de calculer la dimension (au
sens de Hausdorff) de ces fractals. Cette dimension est une extension de la notion que nous connaissons
intuitivement; elle tient compte du degré de complexité du fractal en tant que sous-ensemble de R".

L’approche que nous allons présenter pour définir et construire les fractals est basée sur le théoreme du
point fixe (théoreme 4.1). Elle a été introduite par M.F. Barnsley et A.D. Sloan [1], qui 'ont utilisée pour
développer une méthode de compression d’images.

5.1 Exemples d’objets fractals
L’intervalle

Le tout premier exemple nous est fourni par l'intervalle [0, 1] : il est réunion des 2 intervalles [0, 1/2] et [1/2, 1].
St wy(x) = 1/2z et wo(x) = 1/2(x — 1) + 1 sont les homothéties de rapport 1/2 et centre respectivement 0
et 1, on peut dire que

[07 1] = wl([ov 1]) U wQ([07 1}) )

c’est dire que [0, 1] est réunion de deux "moitiés” de lui-méme.

L’ensemble de Cantor (1872)

C’est un sous-ensemble C' C R défini ainsi : on partage I'intervalle [0, 1] en trois intervalles égaux et on enléve
I'intervalle ouvert du milieu |1/3,2/3[; puis on recommence avec les deux intervalles [0,1/3] et [1/3,2/3], et
ainsi de suite. Plus précisément, si I’on pose :

Co=1[0,1 , Ci1=Co\]1/3,2/3] , Ciry1=Cr\ My

ol My, est la réunion des 2¥~! intervalles ouverts qui sont les tiers du milieu des intervalles dont C}, est
réunion, alors

Soient wy (z) = 1/3x et wa(z) = 1/3z + 2/3 les homothéties de rapport 1/3 et de centre respectivement 0 et
1. Alors on a :

C =w(C)Uwy(C)

On voit donc que C est réunion de deux copies réduites de lui-méme.
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Figure 1.7: Le triangle de Sierpinski, dessiné a l'aide de la méthode des L.F.S.

Le triangle de Sierpinski (1916)

Tout d’abord, si P € R? et A € R, notons par wp : R? — R? I’homothétie de centre P et rapport M.
Explicitiment :
wp(z) = Mz — P)+ P

Le triangle de Sierpinski est un sous-ensemble S C R? qui est obtenu ainsi : On part d’un triangle de
sommets A, B, C, dont on prend les milieux A’, B’ et C’ des cotés BC, AC et AB respectivement. Si on
enleve l'intérieur du triangle de sommets A’, B/, C”, il reste trois triangles, dont les dimensions sont la moitié
de celles du triangle ABC : A'B'C, A/C'B et B'C'A. On recommence avec ces 3 nouveaux triangles, et
ainsi de suite. Si P € R?, désignons par w;\D I’homothétie de centre P et de rapport A; on voit que

S =w!?(S)Uw*(S) Uwd?(S).

La courbe de von Koch (1904)

On part du segment [0, 1], que I'on partage en trois segments égaux. On construit un triangle équilatéral sur
le segment du milieu, et on enleve 'intérieur de ce méme segment. On obtient ainsi 4 nouveaux segments,
et on recommence la construction précédente sur chacun d’entre eux.

Appelons K le résultat de cette construction; on voit que

K =wy s (K) Vw5 (K) Uws(K) Uws(K)
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(0,0) (1,0)

Figure 1.8: Construction de la courbe de Von Koch

oll w3 est la rotation de 7/3 centrée en (0,0) suivie de 'homothétie de centre (0,0) et rapport 1/3, puis de
la translation par (1/3,0); w4 est la rotation d’angle —m/3 centrée en (1,0), suivie de ’homothétie de centre
(1,0) et rapport 1/3, puis de la translation par (—1/3,0).

e
Sx‘wr' er
;;r:.f sz? "Wm?. ~

Q‘ ;“t\ é
iy ;" 2
ad ﬁ?mj’ %mgmér “‘in.g“évnf" oy ﬂ:{.m

Figure 1.9: La courbe de Von Koch, déssinée a ’aide de la méhode des L.F.S.

5.2 La dimension de Hausdorff (1918)

Essayons de saisir, au moins intuitivement, la notion de dimension d’un objet, pour ensuite calculer les
dimensions des exemples ci-dessus. Si ’on fait subir a un objet de dimension s une homothétie de rapport
A, sa mesure [ sera multipliée par A\*:

— la longueur d’une courbe sera multipliée par .
— Taire d’une surface sera multipliée par 2.
— un volume sera multiplié par A3.

D’autre part, la mesure d’un tel objet (longueur, aire, volume, etc...) sera invariante par translation et
rotation. Donc, si un compact A C R™ s’écrit sous la forme:

A=w(A)U...Uwy(A)

ou les w; sont composées de rotations, translations et homothéties, toutes de méme rapport A, et que les
intersections w;(A) Nw;(A) sont de mesure négligeable, pour i # j, on aura:

o e(A) = o (wi(A)) + - + o (wn(A)) = NA 1 (A)

d’ou 'on tire que

L _ log(N)
s =dim(A) = Toe(1/))
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Dans le cas de ’ensemble de Cantor C, on trouve donc:

log(2
dim(C) = 182 _ 6300207534 ...
log(3)
Pour le triangle de Sierpinski S:
log(3
dim(s) = 283) 1 54969501 .
log(2)
et pour la courbe de Von Koch :
. log(4)
dim(K) =
) = 1og(3)

Notons que le segment [0, 1] est lui aussi "fractal” : il est réunion des deux moitiés de lui-méme :[0,1/2] et
[1/2,1].

Cette approche n’est pas rigoureuse, parce qu’il se pourrait que dans # ps(A) soit infinie.

Nous allons donner la définition rigoureuse de la dimension au sens de Hausdorff d’un sous-ensemble A
de 'espace R™. Pour simplifier, nous supposons que A est borné. D’abord, définissons I'hypercube de coté
¢ et de centre a = (ay,...,a,) de R™ :

P(a,0) = {z e R" | |z; — a;| < ¢/2}
Soit ¢ > 0; un d-recouvrement de A est un ensemble fini {P(ai, Ei)}iel d’hypercubes tels que :
;<6 et ACUjerP(a',t;)
Soit s > 0; on pose :

Mg(A) = inf{Z&? ol User P(ai,fi) DAet/l; < (5}

iel
Remarquons que si ' < §, tout §’-recouvrement est aussi un d-recouvrement, et donc :
§' < 8= pi(A) <l (A)

On pose
ra(A) = lim (43 (A))

que I'on appelle s-mesure de A. Cette limite existe, puisque u° est décroissant en 6, et 0 < u4(A) < oo.

Supposons que s > n; puisque A est borné, il existe L telque A C P(0,L). Alors, pour tout § > 0, on
prend N € N assez grand pour que L/N < ¢ et on partage P(0,L) en N™ cubes égaux de coté L/N; ces
cubes recouvrent A, et donc :

L\’

5 n s n—s
'(A) < N"|—=) =L°-N
Hs(4) < (N)

Or, si § — 0, N — oo et, puisque n — s < 0, N"~% — 0; on en déduit que ps(A4) =0si s > n.
On peut donc définir ainsi la dimension de Hausdorff de A par :

dimpr(A) = inf {s | 15(4) = 0}
et on aura que dimgy(A) < n.
Proposition 5.1 Supposonst > s ;

i) St ps(A) < oo, alors p(A) =0

i) st pe(A) >0, alors pis(A) = oo.
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ps(A) /N

Figure 1.10: Comportement de la s-mesure de A selon les valeurs de s

Prewve: Si A C UjerP(a’,4;), £; <6, puisque t —s >0, £; <§ = £17° < §*7% et donc on a :

=<y 0
iel iel iel
d’ou il vient :
ue (A) <6 °pi(A) (#)
Si ps(A) < 0o, il suit de (#) que si & — 0, alors ud(A) — 0.
Si pe(A) > 0, alors il suit de (#) que si § — 0, us(A) — oc.
g.e.d.

Posons ji5(A) = oo si s < 0; on déduit de 5.1 que

dimpy (A) =inf{s | us(A) =0} =sup {s | ps(4) = 0o}

Intuitivement, on a défini cette mesure ps(A) en approchant A par des hypercubes, dont on calcule le
volume en imaginant qu’ils sont de dimension s, puisque on le pose égal a £°, ou ¢ est la longueur du coté.
Si s est trop grand par rapport a la vraie dimension de A, us(A) sera nul, alors que si s est trop petit us(A)
sera infini. La dimension sera donc l'infimum des s trop grands, ou encore le supremum des s trop petits.

Par exemple, prenons A = [0,1] x 0 C R?, c’est-a-dire I'intervalle [0, 1] vu comme sous-ensemble du plan.
Pour calculer us(A), on peut montrer qu'’il suffit de considérer les recouvrements constitués par n carrés de
coté § = 1/n et de centre 2icl ;i —1,..., n; leur s-mesure vaut

2n
1 s
" <_> B nlis
n

0 sis>1
7 {0 sis<l1

1 sis=1

Puis on fait tendre n — oo. On voit que

et donc la dimension de Hausdorff de A vaut 1.

Remarquons enfin que, si A C R™, la dimension dimg(A) dépend en réalité de la paire (A4, R"™), c’est-a-
dire de la fagon dont A est plongé dans R™. Par exemple, on peut montrer que la courbe de Von Koch, qui
est de dimension > 1, est homéomorphe au segment [0, 1], qui est de dimension 1.

5.3 L’espace métrique complet IC(R")

Nous noterons par ||z|| la norme euclidienne et par d(z,y) la distance euclidienne, z,y € R™.

Rappelons (voir [4, IV.1.18]) qu’un sous-ensemble A C R™ est dit compact si de toute suite de points dans
A on peut extraire une sous-suite qui converge; on montre ([4, th. IV.1.19]) que cela équivaut & supposer
que A est fermé et borné. Si une fonction f: A — R est continue, A C R"™ compact, non vide, alors f est
bornée et atteint ses bornes ([4, th. IV.2.3].)
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Figure I.11: La distance de Hausdorff de A & B est inférieure a ¢

Définition 5.2 Soit A C R™ non vide et € R™. On définit la distance de  a A par :
d(x, A) = inf{d(z,y) | y € A}
Notons que, puisque d(x,y) > 0, cet infimum existe.

Si A est vide, la définition précédente n’a pas de sens.

Si K, L C R™ sont compacts, ils sont bornés, et il existe alors R tel que si z € KU L, ||z|| < R. Alors, si
re€KetyeL,dzy) =llz—yl <|z]+ ]|yl <2R, et donc pour tout z € K, d(x, L) < 2R. Il en suit que
les nombres réels

sup{d(z,L), z € K} et sup{d(y,L), z € K}

sont bien définis.

Définition 5.3 (Distance de Hausdorff) Soient K et L deux sous-ensembles compacts de R™. On définit
la distance de Hausdorff de K et L par :

dp (K, L) = sup {sup {d(z, L) | x € K} ,sup {d(y, K) | y € L}}

Dire que K et L sont proches signifie que tout point de K est proche de L et tout point de L est proche de K;
la proposition suivante, dont la preuve est une conséquence facile des définitions, précise cette affirmation.
D’abord une notation : si A CR" et £ > 0, A. = {z € R" | d(z, A) < ¢}; on appelle A, un e-épaississement
de A.

Proposition 5.4 Soient K, L C R™ compacts, non vides. Alors
dp(K,L)<e< K C L. et L C K.
etdy(K,L)=inf{e | K C L. et L C K.} (voir figure 1.11.)

Preuve: En effet, pour que K C L., la plus petite valeur possible que I'on peut prendre pour e est
sup{d(z, L),z € K}.
g.e.d.

Exemple 5.5 Prenons pour A C R? le cercle unité centré a 'origine et pour B le carré qui lui est circonscrit.
Les points de A qui sont le plus éloignés de B sont les 4 points (i@, i@) et leur distance a B vaut 1 — @
Les points de B les plus éloignés de A sont les 4 sommets du carré, et leur distance & A vaut v/2 — 1 :

Sup{d(x’BerA}:l_\/g , supf{d(y,A)|ye By =v2-1

on vérifie que v/2 — 1> 1 — %, d’ott dgr (A, B) = v/2 — 1 (voir figure 1.12)
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|

Figure 1.12: Distance de Hausdorff du carré au cercle inscrit

Proposition 5.6 La distance de Hausdorff est une métrique, au sens de la définition 1.1, sur l’ensemble
KC(R™) des sous-ensembles compacts non vides de R™.

Preuve: Les propriétés (1) et (2) se vérifient sans peine. Pour I'inégalité du triangle, soient A, B, C' € KC(R")
et prenonsx € A,y e B, z€(C:

d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) Vee€A yeB, z€C
= d(z,0) <d(z,y) +d(y,C) < d(z,y) +du(B,C) VzeAVyeB
= d(z,C) < d(z, B) + di(B,C) < dg (A, B) + du(B,C) VzecA

et en échangeant les roles de x et z, et de A et C on trouve :
d(z,A) <dy(C,B)+dy(B,A) VzeC

et de la il suit que
dy(A,C) <dy(A,B)+du(B,C)

g.e.d.

Rappelons que X C R™ est compact si de toute suite dans X on peut extraire une suite qui converge.

.....

appartient & (), _,

oo P

Proposition 5.7 Soit {F},_, une suite décroissante de compacts non vides de R™. Alors

..... o]

k—oo

lim Fy = ﬂ Fy
k=1

ot la limite est entendue au sens de la distance de Hausdorff.

Preuve: Soit A =, Fx et € > 0 donné; posons :
As. ={z e R" | d(z, A) > ¢}

C’est un fermé de R” et la suite des F}, = Fj, N A>. est une suite décroissante de compacts. Or :

N F = (ﬂ Fk)mAzngﬂAZE:G)

k>1 E>1
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donc il doit exister K. tel que F}, = 0 si k > K., ce qui entraine que Fy, C A, si k > K.. Comme A C F},
pour tout k, cela entraine, d’apres la proposition 5.4, que dy (Fj, A) < e si k > K..
q.e.d.

Proposition 5.8 L’espace K(R™), muni de la distance de Hausdorff, est complet

Preuve: Soit {X)} une suite de Cauchy de compacts de R™ et posons:

Fy = UXk,Nzl :

k>N

on a que Fiy D Fy11. Sie > 0 est donné, il existe N, tel que N,M > N, = dg (X, Xn) < €, et donc
XNy C (Xn.)., N > N.. Il suit de ce fait que

Fn C (Xn,).

Puisque X . est fermé et borné dans R™, il en est de méme pour (Xy_)_ et aussi pour Fy. Mais alors

I'espace
A=) Fy
N>1

€

est compact, non vide, et
AcC (XN)8 , N > N..

Nous allons montrer que limy_.(Xy) = A.
Il suit de la proposition précédente que limy_.o, Fy = A. Donc, si € > 0 est donné, il existe N/ tel que
Fn C Ac si N > N/, et alors Xy C Fy C A.. Finalement :

NZSUP{NE, Né}=>XN C Fy CAE et AC (XN)E =>dH(A,XN) <e

5.4 La méthode IFS

Proposition 5.9 Soient w; : R® — R", ¢ = 1,..., N des applications contractantes, de constante de con-
traction s;, 0 < s; <1i=1...,N. Elles induisent une application

K(wy,...,wy): KR") = LR") , A~ w(A)U...Jwy(A)

qui est une transformation contractante de K(R™) muni de la distance de Hausdor(f, de constante de con-

traction
s=sup{s;,i=1,...,N}

Preuve: Si A C R™ est compact, w;(A) C R™ est compact, ainsi que wi(A)U...Uwy(A), donc K(wy, ..., wy),
que nous noterons T pour le reste de la preuve, est bien une transformation de C(R™). Vérifions qu’elle est
contractante. Soient A, B,C, D € IC(R") :

AcC.et BCD.=AUBCC.UD. C (CUD).

et de méme
CCcA.et DCB.=CUDC (AUB),

11 suit alors de 5.4 que
dg(AUB,CUD) <sup{du(A,C),dy(B,D)}

et donc, pour tout 4, B € IC(R™)

dr (w1 (A) Uws(A), wi(B) Uwz(B)) < sup {du(wi(A), wi(B)),dr(wa(A),wa(B))}
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Siona Aj,...,An,Bi,...,By € K(R"), en appliquant de fagon répétée ce qui précede :

dH(Alu...UAN,Blu...UBN) :dH((AlU...UAN_l)UAN,(BlU...UBN_l)UBN)
Ssup{dH (A1 U...UAN_l,Bl U...UBN_l),dH(AN,BN} S
- <sup{du (A1, B1),...,da(An, BN)}

11 suit du fait que ||Jw;(z) —w;(y)|| < s-|le —yl,i=1,...,n, que dg(w;(A),w;(B)) < s-dy(A, B), donc
finalement

dg(wi(A)U...Uwy(A),w(B)U...Uwn(B)) <sup{dy(w;(A),w;(B)),i=1,...N} <s-dy(A,B)
ce qui s’écrit encore :
du(T(A), T(B)) < s du(A, B)
g.e.d.

En appliquant le théoréme du point fixe 4.1 & C(ws, ..., wy) on obtient 1 corollaire suivant :

Corollaire 5.10 Dans les hypothéses de 5.9, T = K(w1, ..., wy) posséde un unique point fite A C R", ce
qut veut dire que

Ona:

et si B C A, alors

Preuve: Seule la derniére affirmation exige une explication. On sait que VB € K(R"), limy_.., T*(B) = A.
Or, si BC A, TF(B) C T*(A) = A, et les inclusions

T"(B) c | JT*(B) C A
E>1

entrainent que limy_.o, T%(B) = Ups1 TH(B) = A.
q.e.d.

On dit que la famille des N applications w1, ..., wy est un codage IFS du compact A. La figure 1.13
montre effet de 0, 1, 4, puis 6 itérations de T' = KC(wy, wa, w3) sur le carré [0,1] x [0, 1], ot wy, wa, ws sont
les transformations qui codent le triangle de Sierpisnski obtenu en partant du triangle de sommets A = (0, 0),
B =(2,0), C =(1,1) : w1, wy et wg sont les homothéties de rapport 1/2 et de centre respectivement A,B
et C.

La figure I.14 montre les mémes itérations en partant du carré de sommets (1,0), (0,1), (—1,0) ,(0, —1).

Théoréme 5.11 Dans les hypothéses de 5.9, si L C R™ est un compact tel que
di (L, K(wr,...,wn)(L)) <e oie>0

alors, si A dénote lunique point fize de (w1, ..., wy),

3

dy(L, A .
u(L, )<175
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0.8

0.6

0.4

0.2

Figure 1.13: Ttérations convergeant vers le triangle de Sirpinski, en partant du carré [0, 1] x [0, 1]
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Figure I.14: Ttérations convergeant vers le triangle de Sirpinski, en partant du carré de sommets (1,0), (0, 1),
(717 O) 7(03 71)
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Preuve:
€
1—s

dp(L, A) < dg (L, T(L)) + di (T(L), T(A)) < e + s-dp (L, A) =  dg(L,A) <

g.e.d.

Ce dernier résultat est appelé ”Collage Theorem” par Barnsley et Sloan. Il affirme que si 'on veut coder
L et qu’on a trouvé des transformation ws, ..., wy pour lesquelles L est un point fixe a € pres seulement,
on a tout de méme que I'image codée par les w; est 1= —proche de L.

Exemples 5.12 On peut repenser les exemples du § 5.1 a la lumieére du théoreme précédent. L’intervalle

[0,1] C R est codé par les 2 transformations
wy(z) =1/2¢ , we(x)=1/2x+1/2
puisque w1y ([0,1]) = [0,1/2], w2([0, 1]) = [1/2, 1] et donc
[0,1] = w1 ([0, 1]) Uw2([0, 1))
L’ensemble de Cantor C' C R est codé par wy et wq, ou cette fois
wy(z) =1/3z , we(x)=1/3z+2/3
/2 1/2 1/2

Le triangle de Sierpinski construit a partir de 3 sommets A, B, C est codé par w,/~, wy "~ et w".

Pour reconstruire un ensemble A codé par des transformations wi,...,wy, on peut procéder ainsi. On
choisit un point P € A, on lui applique les N transformations et on obtient N points de A, auxquels on
applique a nouveau les w;, et ainsi de suite. D’apres 5.10 :

A= JK@w,...,wx)(P)

n>1

et donc ce procédé permet d’approcher A. 11 a le désavantage qu’a chaque étape il faut avoir en mémoire
tous les points précédemment construits; & la k-ieme étape il y en aura N*~1.

Pour y remédier, Barnsley et Sloan ont proposé une autre méthode, que nous allons maintenant esquisser.
On choisit judicieusement N nombres p;; i =1,... N, 0<p; <1, p1+---+py = 1 et on part d'un point
P € A. On choisit au hasard ? I'une des N transformations w;, avec probabilité p; pour w;; on applique
ce w;, puis on recommence avec w;(P). Le choix des probabilités doit étre équilibré : les transformations
plus contractantes doivent étre choisies moins souvent, la probabilité correspondante doit donc étre plus
petite. Par exemple, dans le cas de I’ensemble de Cantor, les deux transformations ont méme constante
de contraction; alors on doit prendre p; = ps = 1/2. De méme, pour le triangle de Sierpinski, on prend
p1 = p2 = p3 = 1/3; la figure 1.7 montre le dessin obtenu par ce procédé apres 10000 itérations.

Par contre dans ’exemple de la feuille de fougere donné ci-dessous, il convient de donner une probabilité
beaucoup plus petite a wy qu’aux autres transformations, parce que c¢’est une application ”tres contractante”:
si on donne des probabilités égales, on dessine beaucoup de points pres du bas de la tige (voir figure I.15). On
peut représenter une application affine w : R? — R?, ¢’est-a-dire une application du type (z,y) — A(x,y)+7,
oul A est linéaire, par la matrice 2 x 3:

a b mn <, _f(a b _
(c d 7_2) ou A= (c d) et 7= (71,72)
et on peut alors calculer w(x,y) par le produit matriciel:
x
- a b T1
wen = (2 g )

2Concretement, on choisit au hasard ¢ €]0,1], et on prendra la transformation w; si
i—1 i 0
Z;Zl pj <t <35 _qpj (onpose ; ; =0.)
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Figure 1.15: La fougere avec un bon et un mauvais choix de probabilités :
a gauche p; = 0.01, po = 0.07, p3 = 0.07,p4, = 0.85, a droite p; = 0.25, 1 =1,...,4

L’homothétie de rapport A et centre P = (¢, ) s'écrit :
x—=ANz—P)+P=Xx+(1-NP
et sa représentation matricielle s’écrit donc :
A0 1-— )\Cl
0 N 1-— )\CQ
Ainsi, le triangle de Sierpinski de sommets (0,0), (2,0), (1,1) est codé par les matrices
/2 0 0 12 0 1 1/2 0 1/2
o 12 0) * Lo 120/ Lo 1/2 172

Considérons les 4 transformations affines suivantes:

- 0 0 0 wo — 0.2 —-026 0
"~ \o 016 0 ’ >~ 023 022 1.6
e — —-0.15 028 0 W — 0.85 0.04 O
P71 026 024 044 ’ 7\ -004 085 1.6
La figure I.15 montre le résultat que I'on obtient apres 5’000 itérations en partant du point (0,0), avec un
bon choix de p1,...,ps et avec un mauvais choix.

Pour comprendre a quoi correspondent les 4 transformations, il faut voir la feuille de fougere comme
réunion de quatre de ses parties (voir figure 1.16) :

wy — la petite tige allant du bas jusqu’a la deuxieme branche depuis le bas
wo — la premiere branche en bas a droite
w3 — la premiere branche en bas a gauche

wy — la feuille privée des deux premieres branches du bas.
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Figure 1.16: Esquisse des transformations qui codent la feuille de fougere

La transformation w; projette la fougere sur un axe vertical, puis fait subir a cette projection une homothétie
de rapport 0.16, centrée au bas de la tige; les autres transformations se devinent aisément. On voit que w;
est tres contractante, wy ’est tres peu, ws et ws sont un peu moins contractantes que wy, mais bien plus que
wy; les probabilités sont choisies en conséquence : les transformations les plus contractantes tirent tres fort
vers leur propre point fixe, on doit donc les choisir moins souvent, ce qui veut dire qu’on doit leur assigner
une probabilité plus petite.

5.5 Exemples de programmes informatiques
Voici le programme postscript utilisé pour dessiner le triangle de Sierpinski de la figure I11.2 :

h!

/Ax 10 def

/Ay 100 def

/Bx 400 def

/By 10 def

/Cx 300 def

/Cy 250 def

/lambda 0.5 def

/wAx{Ax sub lambda mul Ax add}def

/wAy{Ay sub lambda mul Ay add}def

/wBx{Bx sub lambda mul Bx add}def

/wBy{By sub lambda mul By add}def

/wCx{Cx sub lambda mul Cx add}def

/wCy{Cy sub lambda mul Cy add}def

/a Ax def

/b Ay def

0.5 setlinewidth

/montre{a b 0.5 0 360 arc fill}def

/Times-Roman findfont 10 scalefont setfont

Ax 10 sub Ay 10 sub moveto (A) show

Bx 10 add By 10 sub moveto (B) show

Cx Cy 10 add moveto (C) show

Ax Bx add 2 div Ay By add 2 div 20 sub moveto (C’) show
Ax Cx add 2 div 10 sub Ay Cy add 2 div 10 add moveto (B’) show
Cx Bx add 2 div 10 add Cy By add 2 div 10 add moveto (A’) show
a b moveto

10000{

/p rand 300 mod def

p 100 1t {/a a wAx def /b b wAy def}
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{p 200 1t {/a a wBx def /b b wBy def}{/a a wCx def /b b wCy def} ifelse} ifelse
montre}

repeat

showpage

Et voici le programme Matlab utilisé pour dessiner la courbe de von Koch. Les deux fonctions "rota” et
”homot” doivent étre mises chacune dans son fichier, nommé ”rota.m” et homot.m” respectivement.

function Y=rota(a,c,X)

%rotation de centre c, angle a appliquee au vecteur X
R=[cos(a) -sin(a);sin(a) cos(a)l;

Y=R*(X-c)+c;

function H=homot (lambda,c,X)
%homotetie de centre c et rapport lambda appliquee a X

H=lambdax*(X-c)+c;

% le programme lui-meme

X=[0;0];

for i=1:10000
p=rand;
if p<0.25

X=homot (1/3, [0;0],X);
elseif p<0.5
X=homot (1/3,[1;0],X);
elseif p<0.75
X=rota(pi/3, [0;0],homot(1/3,[0;0],X))+[1/3;0];
else
X=rota(-pi/3, [1;0] ,homot(1/3,[1;0],X))+[-1/3;0];
end
plot(X(1),X(2), ’markersize’,5,’color’,’k’);
hold on;
end
axis equal;
axis off;
hold off;

Il est & noter qu’il est indispensable de choisir les diverses transformations par un procédé pseudo-aléatoire.
Voici 2 programmes en postscript qui dessinent des points de ’ensemble de Cantor, le premier par un procédé
pseudo-aléatoire, avec probabilités égale pour chacune des 2 transformations, le deuxiéme en les choissant
alternativement :

%!

% ensemble de Cantor avec procédé aléatoire
/Ax 20 def

/Ay 10 def

/Bx 400 def

/By 10 def

/lambda 0.3333 def

/wAx{Ax sub lambda mul Ax add}def
/wAy{Ay sub lambda mul Ay add} def
/wBx{Bx sub lambda mul Bx add} def
/wBy{By sub lambda mul By add} def
1 setlinewidth
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/a Ax def

/b Ay def

/montre{a b 0.5 0 360 arc filll}def
10000

/p rand 200 mod def

p 100 1t{

/a a wAx def /b b wAy def}{

/a a wBx def /b b wBy def}ifelse montre
}

repeat

showpage

}
bt

% ensemble de Cantor avec choix alterné des transformations
/Ax 20 def

/Ay 10 def

/Bx 400 def

/By 10 def

/lambda 0.3333 def

/wAx{Ax sub lambda mul Ax add}def
/wAy{Ay sub lambda mul Ay add} def
/wBx{Bx sub lambda mul Bx add} def
/wBy{By sub lambda mul By add} def

1 setlinewidth

/a Ax def

/b Ay def

/montre{a b a b 0.5 0 360 arc fill}def
5000

/a a wAx def /b b wAy def montre

/a a wBx def /b b wBy def montre

}

repeat

showpage

Voici le résultat :

0 1

e e em —— om - —— em - —— =l

Figure 1.17: Un bon Cantor

Figure 1.18: Un mauvais Cantor

Et voici 'explication : Si, dans litération, on alterne le choix des deux transformations wi(x) = 1/3x et
wa(z) = 1/3x 4 2/3, cela revient a dessiner les itérés des composées :

w12 (x) = wi(wa(z)) =1/92 +2/3 et wzq1)(r) = wa(wi(z)) =1/92 +2/9

Or w; 2)(x) a pour unique point fixe 2 = 3/4 et w(,,1)(x) a pour unique point fixe x = 1/4. Les points que
I'on dessine s’accumulent donc vers 'ensemble {1/4,3/4}.
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6 Exercices

A Espaces métriques, ouverts, fermés, continuité

1 Soit f, : [0,1] — R définie par f,(x) = ™. Caleuler || fullyo; Ifally 1 fntk = fallo: | fnsr = fully-

2 Soit la suite de fonctions :

fn(x):{\/ﬁ—n\/ﬁx si0<x<1/n,

0 sil/n<az<l.
Calculer les normes || ||, || [I; et || || de fn. Etudier la convergence de cette suite de fonctions.

3

a) Soit f,(r) = (z- (1 —xz))". Calculer sup {f,(z),0 <z <1} et en déduire que f, tend uniformément
vers 0, pour z € [0, 1].

b) Soit PJ0, 1] I'espace vectoriel des fonctions polynomiales sur [0, 1], c’est-a-dire les fonctions de la forme
ZZ:O apz". Montrer que

= > laxl

* 0<h<d

d
E ahxh
h=0

définit une norme sur P[0, 1].

Montrer que || f|l, < [|f|., pour tout f € P[0,1]. Néanmoins, déduire de a) que ces deux normes ne
sont pas équivalentes.

¢) Montrer que si f,(z) = ZZ:O alz", n = 1,...,00 est une suite dans P[0,1] vérifiant deg(f,) < d,
Vn > 1, alors :
lim sup{|fn(z)],0<2<1}=0 <« lima}=0 , Vh=0,...,d.

n—oo

4 Soit M(2,2,R) I'espace vectoriel des 2 x 2-matrices a coefficients dans R. Pour tout ¢ = 0, 1, 2, on considére
les ensembles:
¥ ={A4e M(22,R) |rang(A) =i}

a) Dire si les ensembles ¥, i = 0, 1,2, sont ouverts, fermés ou ni 1'un, ni 'autre.
b) Trouver leurs adhérences.
5 Définissons :

flx1,m2) = {x2/5€1 siz) #0

0 sinon

Pour & > 0, décrire I'ensemble f~1(] — ¢,¢[) et en déduire que f n’est pas continue en (0,0).

6 Les applications suivantes :
1
I:C¢([0,1,R) =R f»—>/ f(z)dz
0
evy : C([O, 1]7R) —-R , f~ f(0)

sont-elles continues, lorsqu’on prend sur C([0, 1],R) la norme || ||, ? la norme || ||, ?
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7 Considérons la suite de fonctions continues f, : [0,1] — R, n > 0, définies par :

0 si0<z<1/2-1/n
fal@)=q¢nr—nm/2+1 sil/2—-1/n<x<1/2
1 sil/2<z<1

Esquisser le graphe de ces fonctions. Montrer que (f,) est une suite de Cauchy dans (C([0,1],R),] |,).
Montrer que si cette suite possede une limite f dans (C([0,1],R), || [|;), alors f(z) =0si 0 < 2 < 1/2 et
f(z) =1si1/2 <z < 1. En déduire que (C([0,1],R),]| ||,) n’est pas complet.

B Polynomes de Bernstein

8 Soit Bl (x) = (})a*(1 — 2)" " le k-itme polynéme de Bernstein de degré n. Trouver ses extrema pour

0 <z <1 et esquisser son graphe.

9 Montrer que 'on a :
(B)' (2) =n (BiZi(x) - B 1(x))

Soit f:[0,1] — R une fonction dérivable dont la dérivée est continue. Soit (f,) la suite de fonctions définie
par fn(z) = >0, f(%)(:)xk(l — x)""k. Déduire de la relation précédente que la suite des dérivées (f7)
converge uniformément vers f’ sur [0, 1].

C Théoreme du point fixe

10 Soit f : [a,b] — [a,b] une fonction continue. Montrer que f posséde au moins un point fixe (Indication:
considérer la fonction g(z) = f(z) — x.)

11 Soit f :]a,b[— R une application continue, admettant une dérivée continue. Supposons que f(w) = w et
|f'(w)| < 1, pour un w €]a, b[. Utiliser le théoréme des accroissements finis pour en déduire l'existence d'un
r >0 tel que [w —r,w 4+ 7] Cla,b[ et tel que le théoreme du point fixe s’applique a f|,_y 4. Montrer que
si |f'(zo)] > 1 un tel r n’existe pas.

12 Soit f(z) = $z(1 — z). Trouver les points fixes de /N
f. Pour chaque point fixe w dire, a 'aide de ’exercice
précédent, s’il existe un voisinage V tel quesi x € V| les
itérés de f™(z) convergent vers w ou non; representez
graphiquement ces itérés, comme sur le dessin ci-contre.

Méme question pour f(z) = 2z(1 — x)

fl@) TP

13 Trouver les solutions de I’équation intégrale :

oa) =2~ [ (o=t

par itérations successives, en partant de la fonction ¢o(x) = 0.
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14 Soit A : R? — R? Iapplication linéaire ayant pour matrice :

1 10)
A:(z
0 3

On munit R? de la norme ||(x,y)|| = sup {|z|,|y|}. Montrer que A n’est pas contractante. Trouver N tel
que AN soit contractante.

15 Soient ) Fa)
x
f@)=2-o+— et tlx)=z—
“ V2 ) f'(x)
Montrer que #(0) = 1/+/2 et t(1/y/2) = 0. Appliquer I'exercice 11 & la fonction g(z) = t(¢(x)), pour montrer

lexistence d’un ouvert U C R tel que, si on applique la méthode de Newton a f(z), avec t(x) = x — ;c,((?) et

un point de départ dans U, on obtienne une suite qui ne converge pas. Expliquer ce paradoxe apparent : le
deuxieme itéré ¢2 de ¢ est contractant sur un voisinage de 0, mais 0 n’est pas point fixe de ¢.

D Fractals, dimension de Hausdorff, méthode IFS

16 Soit D C R? le fractal défini en répétant indéfiniment le procédé suivant : on part d'un ségment AB
dans le plan, et on construit le triangle isocele A(ABC) ayant AB pour base et un angle droit au sommet
C'; puis on recommence avec AC et CB, et ainsi de suite (voir figure ci-desous). Trouvez 2 transformations

apres 10 étapes :

A B

affines contractantes wy et wsq telles que D = wq (D) U wq(D). Calculez la dimension de Hausdorff de D.

17 Soit T'S C R? défini en répétant indéfiniment le procédé
suivant : on part d'un carré de sommets A, B, C, D dans le
plan. On le partage en 9 carrés égaux, de coté égal au tiers
du c6té du carré de départ, on enleve le carré du milieu.
Puis on recommence avec les 8 carrés restants, et ainsi de
suite. La figure ci-contre montre le résultat apres 3 étapes
(on appelle ce fractal le "tapis de Sierpinski”).

Trouvez des transformations affines contractantes w;,
i=1,...,N telles que T'S = wi(T'S)U... Uwn(TS). Cal-
culez la dimension de Hausdorff de T'S.

18 Trouver la distance de Hausdorff entre A et B:
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(1) A={(z,y) eR* |2’ + (y—1)* =1}, B={(2.y) €eR? [ 2® + (y +3)> = 9}
(2) A={(z,y) eR*|2® +y* <1}, B = {(z,y) € R? | sup {Ja|, |y} = 1}
(3) A=10,1] C R, B = ensemble de Cantor

(4) AZ[—1,+1]X{O}CRQ,B:{(.T,:U)GRQ | #xQ—l—nyQ:l},oﬁneN,nzZ

19 Trouver la limite des suites de K(R?) suivantes :
(1) Xo = {(@,9) eR?| 25a® +my? =1}, n =1

(2) X, ={(z,2"), -1 <z <1}

20 Soient wq(z) = x/3, we(x) = /3 +2/3 et 27 € R. Définissons la suite {z,, } par récurrence :

.Tl:’u)l({l,'o) s .’EQZ’LUQ({L'l) gy

Lon+1 = wl(l’zn) ,  Ton42 = w2($2n+1)

Montrer que la suite z,, s’accumule vers I'ensemble {1/4,3/4}.

21 Décrivez 2 transformations affines wq et ws telle que
L = w; (L) Uwsy(L), ot L est la limace ci-dessous :
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Chapitre 11

Dérivabilité, théoreme des fonctions
implicites et applications

Sommaire. Les dérivées d’une fonction en un point permettent de comprendre son comportement au voisinage
de ce point (formule de Taylor); dans la pratique ce sont souvent les dérivées d’ordre 1 ou 2 seulement qui
sont utilisées. Par exemple, il existe un critére bien connu pour qu’une fonction d’une variable f(z) admette
un extremum (maximum ou un minimum) local en un point a : il faut que la dérivée de f en a soit nulle,
ce qui s’interpréte géométriquement par le fait que la tangente au graphe de f au point (a, f(a)) doit étre
horizontale. C’est sur ce critere que se basent la méthode des multiplicateurs de Lagrange pour la recherche
d’extrema liés, et les équations d’Euler-Lagrange pour la recherche d’extrema dans des espaces de dimension
non finie (calcul des variations).

1 Dérivabilité, différentiabilité

1.1 Norme d’une application linéaire

Soit A : R™ — RP une application linéaire. Les coefficients de la matrice de A par rapport aux bases
naturelles ej, j =1,...,n ,et e;, i =1,...,p, de R™ et RP respectivement sont définis par :

p
A(ej)zzai,jei , j=1....n
i=1

T
et alors, si est un vecteur de R™, on a :
Ty
Z1 n
A = Z Qg 55
T J=1 i=1,....p

On déduit facilement de cette expression de A que c’est une application continue.

Définition 1.1 (norme d’une application linéaire) La norme de 'application linéaire A : R" — RP
relative & des normes données sur R™ et R? est définie par :

4] = sup {14 g | Il < 1}

Puisque A est continue et que {z € R™ | [[z| < 1} est compact, I'ensemble {A(z) | [|z| < 1} est borné et
donc cette définition a un sens. La valeur de ||A]| dépend des normes choisies sur R et RP, méme si cela
n’est pas noté explicitement.
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Proposition 1.2 i) Pour tout z € R™ on a :

[A@) g < [AI[]|gn

ii) ||A|| définit une norme sur l’espace vectoriel L(R™ RP) des applications linéaires de R™ dans RP.

i) Al = inf{K [ [[A(2)]| < K -z]| , V& e R"}

Preuve: 1) Si x = 0, I'inégalité affirmée est évidente. Sinon, ’”x—lH =1 et alors :
x
x
4@l = A7) | =) < 4l o)

ii) Vérifions que || A|| est une norme sur £(R™,RP) (cf. définition 1.2 du chap. I).

(1) Si||A|| =0, alors il suit de i) que A = 0.

(2) Si A eR, [|AA(2)| = N [JA(Z)], Yo € R™ et il en suit que |[AA|| = |A]]|4].

(3) Si A,B € L(R™,RP) on a:

I(A+ B)(@)[| = [[A(z) + B(x)|| < [[A(2)[| + [ B()|| < Al + B V2 eR", [z <1
et donc ||A + B = sup {[|(A+ B)(2)|, [l=] < 1} < [|A] + [|B]|
iii) D’apres i), ||Al| € {K | |A(2)|| < K - ||z|| , Vo € R"} et donc
JAl| > inf {K | | A)]| < K - 2], ¥ € R}
Si K est tel que ||A(z)]| < K - ||z||, Yo € R™, alors ||A]| = sup {||[A(z)]], ||z]| <1} < K -1 et donc
]| < inf{K | | A@)]| < K - 2], ¥ € R}
g.e.d.

Par exemple, si 'on munit R™ et R” de la norme || ||
l'aide des coefficients de la matrice (a; ;)

on peut estimer la norme de A € L(R",R?) a

0?

i=1,...,
j=1

,,,,,

n
> aigas] < (X laisl) ol s Vi= 1 p =A@ < 5wy, {3 ol } 7l
j=1

J J

et donc [|Al| <sup;,; {ZJ |ai1j\} <n-sup{la;;|,i=1,...p,j=1,...,n}.

,,,,,

1.2 L’inégalité fondamentale de I’intégrale

Rappelons que si ¢ : [a,b] — R est une fonction continue, on définit son intégrale comme étant le nombre
réel qui est limite de sommes sur les partages de [a, b]:

§(P)—0

b
(1-1) / ¢(z)dz = lim i_lg(mam)mi

ou P={a=uxp<x; <- - <z =Db} est un partage de [a,b], {(P) =k, Az, =x; —xi_1,i=1,...,¢(P) et
§(P)=sup{Az; |i=1,...,4(P)}.

Dans le cas d’une application continue f : [a,b] — RP, lintégrale de f sur [a,b] est le vecteur de RP
obtenu en intégrant les composantes f;, i1 =1,...,p, de f:

/abf(x)dx = (/ab fi(x)de, .. .,/ab fp(x)dx>
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et en appliquant (1-1) aux f; on voit que:

Puisque

Yoo f@)Azl < Y (If(w)] Ax
)

i=1,..4(P i=1,...0(P)

en faisant tendre §(P) vers 0, on obtient 'inégalité suivant, appelée inégalité fondamentale de I'intégrale:

/ab f(x)dx

1.3 Dérivabilité, différentiabilité

b
(1-2) ‘ s/ﬁuumw

Soient 2 C R™ un ouvert et f : 2 — RP une application.

Définition 1.3 (Dérivabilité) Soit a € . On dit que f est dérivable (ou différentiable) au point a s'il
existe une application linéaire A € L(R",R?) telle que, pour h € R"™, ||h|| assez petit :

Jlath) = fla)+ A(h) +r(h) “%5%%%:

Autrement dit :

Hﬂa+Mfw)xﬂm

—0 si h—0
IRl H

ou encore :

[h]] < bc = [If(a+h) = fla) — A(h)[| <& -]
Si l'on pose ¢(h) = W, cela veut encore dire que :
fla+h)= f(a)+ A(h)+ ¢(h) - ||h]| ,avec ¢(h) —0sih —0
En d’autres termes, application linéaire h — A(h) est une approximation de h +— f(a+h) — f(a), avec une

erreur r(h) qui est trés petite par rapport h, puisque m(—}iLH) tend vers 0 si h — 0.

Remarques 1.4

(1) Si f est dérivable au point a, elle est continue en ce point, car :

lim f(a + h) = lim(f(a) + A(h) + ¢(h) - |2]]) = f(a)

(2) Si f est dérivable au point a € Q et v € R™, v # 0, la limite suivante, dans laquelle t € R, existe :

aof . flatt-v)—f(a)
50 (@ = t

et elle est égale & A(v). En effet :
tv) — Alt - t-v)-|t|- A(t-
Hookte) - fe) _ AG0)+6(60) Wl L AED) 4 ey ol ) 5 £—0
On appelle %(a) la dérivée de f dans la direction du vecteur v au point a. Puisque %(a) = A(v), cela
montre que A est entierement déterminée par f; on 'appelle la dérivée de f au point a, et on la note
df, ou encore f'(a). En particulier, si f : R™ — RP? est linéaire, en tout point a € R™ elle coincide avec
sa propre dérivée en ce point : df, = f, Va € R™.

Notons que si v = 0, alors % = 0.
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Sif=_(fr,...,fp): & — RP est dérivable au point a € €, sa dérivée df, = f'(a) : R" — RP peut étre
représentée par une matrice, qu'on appelle matrice jacobienne (inventée par Carl Jacobi, 1804—1851);

elle s’écrit : 5
( fi (a)) ol Ofi @ = lim filatt-e;)— fila)  Ofi

oz, P ¢ = 0,

ote; =(0,...,0,1,0,...,0) dénote le j-eme vecteur de la base naturelle de R™. Par abus de langage,
———

J
on écrit souvent df, = ( 3{1 (a) ) Les g,f L(a) sont appelées dérivées partielles de f au point a. Nous
J

verrons un peu plus loin (1.10) le théoreme suivant, qui permet de passer de 'existence des dérivées

partielles de f a la dérivée de f au sens de la définition 1.3 : si les gﬂ{ L(x) existent pour x dans un

voisinage de a, et sont continues sur ce voisinage, alors f est dérivable au point a.

Par exemple, soit f: R? — R3, f(z1,72) = (2%, 2179, 23), alors :

2:61 0
df(ml,mz) = Z2 1
0 3a3

Dérivabilité et différentiabilité.
Autrefois on appelait différentielle d’une fonction f(z) (ou encore différentielle totale) 1’accroissement
des valeurs de f lorsqu’on donnait un accroissement ”infiniment petit” a la variable x; pour une fonction
de deux variables, on écrivait :
of of

df = —dx1 + =——dxy ;

f 656‘1 1 83@2 2
le reste a disparu, parce que c’est un ”infiniment petit d’ordre supérieur” par rapport aux dx; (voir
par exemple Ed. Goursat, Cours d’analyse mathématique, Gauthier-Villars, Paris (1910), page 52.)
Le terme de dérivée était reservé aux dérivées partielles; dans les ouvrages contemporains, les notions
de dérivabilité et différentiabilité sont équivalentes, et correspondent & notre définition 1.3.

Dans le cas de fonctions d’une variable, on écrivait df = f’(x)dz, d’ou l'on tire : %(z) = f'(x). Ce
n’est pas tres rigoureux, mais la notation %(ax) pour f'(z) peut étre utile, parce que l'on explicite

le nom de la variable par rapport a laquelle on dérive. Cette notation sera utilisée dans la formule
d’Euler-Lagrange au § 4.

Proposition 1.5 (Dérivation de fonctions composées) Soient Q C R™, Q' C R" des ouverts, f : Q —
R™, g : Q' — RP, des applications, et supposons que f(2) C . Supposons que f soit dérivable au point
a € Q, et que g soit dérivable au point b = f(a). Alors la composée go f est dérivable au point a et sa dérivée
en ce point est la composée de la dérivée de f en a avec la dérivée de g en b= f(a) :

d(gof), =dgs@)odfa

Preuve:

et

g(f(a+h) = g(f(@) =g (F@) (f(a+h) = F(@)) + &y (fla+h) = (@) - |f(a+h) - f(a)]| =
9/ (F(@) (F'(@)(R)) + gl gayy (970 - IRl + g (F(a+ 1) = (@) - || Flay () + 62 - 1|

=p(h)

oIl < llg" @)1 - 1o URIDI - 111+ lldg (f (@ + h) = f)] - (1 (@) + l¢s (A - [I2]

d’ou on déduit que o) 0 sih— 0, donc p(h) vérifie bien les conditions de terme de reste de la définition

1.3.

lI7]]

g.e.d.
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On aimerait avoir une estimation explicite de 'accroissement f(a + h) — f(a) en termes de ||h||; pour des
fonctions & une variable, a valeurs dans R, on connait le théoréme des accroissements finis, qui dit que si
f :[a,b] — R est dérivable, alors il existe £ € [a,b] tel que

o f) = f(a) = £ (€)(b—a)

En général, on ne peut pas s’attendre a avoir des formules analogues; par exemple, si I’'on prend I’application
p(t) = (12,17), ¢'(t) = (2t,3t%) :

o(1) ~ 9(0) = ()1~ 0) = /(€)= (1,1) = (26,36%) = £ = 1/2 et € = 1/3

il n’y a donc pas de solutions. Par contre, on déduit de & que, si |f/(£)| < M, € € [a,b], alors | f(b) — f(a)] <
M(b— a) et cette inégalité se généralise, comme nous allons voir maintenant (théoréme 1.8.)

Définition 1.6 (Application de classe C!) Soit f : Q — RP dérivable en tout point a € §; en associant
& tout point a € Q la dérivée en ce point df, € L(R™,RP) on définit une application df : Q@ — L(R™,RP). On
dit que f est de classe C!, ou 1 fois contintiment dérivable, si 'application df : Q — L(R™,RP) est continue,

c’est-a-dire si toutes les dérivées partielles g:f"_ (), 7=1,...,p, 7 =1,...,n sont continues sur ).
J

Proposition 1.7 Soit f : Q@ — RP, Q C R", de classe C'; soit v € R" et supposons que le segment
{a+1tv |0 <t <1} soit contenu dans 2. Alors

1 af
fla+v)— f(a) = /0 %(aﬂv)dt
Preuve: On pose p(t) = f(a + tv), pour 0 <t < 1, de sorte que ¢(1) — p(0) = f(a +v) — f(a). 1l suit de

1.4(2) que < ( | ())
pt+s)— @t

= lim

s—0

lim

s—0

(f(a +(t+ s)z) — fla+ tv)) N

ov

et en particulier ¢ est aussi de classe C'. Donc

flat o) = f(a) = ) = 0) = [ @ar= [ O (vt

q.e.d.

Théoréme 1.8 (Théoréme des accroissements finis) Soit f: Q@ — RP, Q C R™, Q ouwvert; supposons
que f soit de classe C*. Soient a,b € Q; supposons que le segment [a,b] = {a+t(b—a) |0 <t <1} soit
contenu dans ). Alors :

1£() = f(a)|| < sup {||dfasep—a)|| |0 <t <1} -[Ib—q

Preuve: Tout d’abord, du fait que f est C', il suit que 'application ¢ dfatt(b—a) est continue; comme [0,1]
est compact, le sup{||dfa+t(b_a)H | 0<t< 1} a un sens.
Posons v = b — a. 1l résulte de 1.7 et de I'inégalité fondamentale de I'intégrale que

1 ) 1 o
150 - 1@ = | [ Fiwsnae] < [ |5

— (a+tv)

ov
< sup {||dfaseo ()] | 0 <t <1} <sup {[|dfasrol |0 <t <1} o]

a

q.e.d.

Une conséquence immédiate :
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Corollaire 1.9 Soient f:Q — F, a et b comme dans le théoreme précédent; supposons que B(a,r) C Q et
que ||dfy|| < M, Yz € B(a,r). Alors sib e B(a,r) on a :

17(b) = fa)l| < M |[b—a

m Soient 2 C R™ x R™, f:Q — RP, Q un ouvert; notons par (z,y) les éléments de R™ x R, avec x € R™,

y € R™. Si (a,b) € Q, on note par %(a,b) la dérivée au point v = 0 de Papplication v — f(a + v,b), et par
g—i(a,b) la dérivée au point w = 0 de lapplication w — f(a,b+ w). La proposition suivante, qui est utile
pour le calcul de dérivées, généralise le théoreme mentionné sous 1.4(3).

Proposition 1.10 Supposons que les dérivées g—i(a,b) et g—i(w,y), (z,y) dans un voisinage de (a,b), existent,

et que Uapplication (x,y) — %(m,y) soit continue dans un voisinage du point (a,b). Alors f est dérivable au
point (a,b) et :

df (a,p) (v, w) = %(a,m (v) + g—im,h) (w)
Preuve:
0 0
(@) + (0.0) = flab) = Ghan () = hian (w) =

F((at b w) = F((a b w) — 2 oy (0) 4 S+ w) — flab) - ‘;—Qm (w)

I II

Soit € > 05 il s’agit de montrer que ||[T+II|| < & ||(v, w)|| si ||(v,w)]| est assez petit.

Posons p(v) = f(a+v,b+ w) — %(a,b) (v); alors p(v) — ¢(0) = 1. Puisque dp, = %(a—&-v,b—i—w) - %(a,b),
dyp, dépend continiiment de (v, w), et en particulier ¢ est de classe C'. On a que dpg = 0, et alors si ||(v, w)]]
est assez petite, ||dp,|| < e. Il suit de 1.9 que ||I|| < e|jv]| pour |[(v,w)]|| assez petite.

L’existence de %(a,b) implique directement que ||TII|| < e ||w|| si ||w]| est assez petite.

g.e.d.

Cette proposition se généralise sans autre aux cas de plus de 2 facteurs : si f : Q@ — RP, Q ouvert de
R™ x ... x R™ espace vectoriel normé, x = (x1,...,x) € Q, z; € R™ on pose

qu:(gj):f(xlv"'7xj—17§j7'rj+17"'azk) )

qui est définie pour §; € ({1} x ... x {zj_1} X R™ x {zj11} x ... x {z}) N Q et si fi est dérivable en
& = xj, on dénote sa dérivée par 0; f,. Il suit de 1.10, par induction sur k, que si 0; f, existe et que les 0; [z,
j=2,...,k, sont continues au voisinage de a, alors f est dérivable et

daf(hl, ey hk) = 61fa(h1) + ...+ 8kfa(hk)

Dans le cas d’une application f : Q — R, Q ouvert de R™, en utilisant la décomposition R = R x ... X R,
—_——
n
on a que de 0, f(z) = %(m).
Corollaire 1.11 Soit f : Q@ — RP, f = (f1,..., fp), a € Q, et supposons que toutes les dérivées partielles
g—gfi(m) existent et soient continues pour x € §). Alors [ est dérivable en tout point a € ) et la matrice de
df, est égale a

afi
(aﬂ{j(a))izl ..... P, i=1,..,n
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En particulier, si f : Q — RP et les dérivées ij‘ﬁ
e

(z) existent et sont continues sur €2, f est C! : la condition
que [ soit dérivable demandée dans la définition 1.6 est automatiquement satisfaite.

La proposition ci-dessous établit une propriété élémentaire, mais efficace, a laquelle nous aurons recours
pour des applications au § suivant.

Soit f : Q — R une application, & C R™ ouvert et a € 2. On dit que a est un minimum (respectivement
maximum) local de f ¢l existe un voisinage V' de a tel que f(z) > f(a) si x € V (respectivement f(z) <
f(a)). On dit que a est un extremum local si ¢’est un minimum ou un maximum local.

Proposition 1.12 Soit f comme ci-dessus. Supposons que [ soit dérivable au point a. Alors, si a est un
extremum local de f, on a df, = 0.

Preuve: Supposons qu'il s’agisse d’'un maximum local; soit v € R™ et ¢ > 0 assez petit. Alors on a :

fla+to) = (@) _, _ flo—tv) — (@)
t - —t

et comme les 2 fractions ont pour limite g(a), on doit avoir 2L () = df,(v) = 0, ceci pout tout v € R™. Le
ov ov

cas d’un minimum local est semblable. J
g.e.d.

1.4 Dérivées d’ordre supérieur et formule de Taylor

Nous allons définir la notion d’application f : Q — RP de classe C*, k € N, et ses dérivées d’ordre ¢ < k par
induction sur k :

Définition 1.13 On dit que f est de classe C¥ si f est continue, et dans ce cas il n’y a point de dérivées &
définir.

Au §1.2 on a introduit la notion d’application de classe C! (définition 1.6). Cela revient & supposer que
les dérivées partielles g—fi(a) existent pour tout a € ) et sont continues, ce qui entraine par le corollaire 1.11
que f est dérivable en tout point a € 2.

Supposons d’avoir défini la notion d’application de classe C* et les applications

4
of :Q— RP

-4 . . 1<ip<n,h=1,...,0
Bxil...&vie ==

pour tout £ < k — 1. On dira que alors que f est de classe C* si les fonctions ci-dessus sont de classe C! et

on pose:
k k—1
Vae | o°f (a) 0 < ) ) (a)

8.231‘1 8.231‘2 [N 8ka 8$i1 8.1‘1'2 . (93?%

On dit encore que f: Q — RP est C*™ si f est de classe C* pour tout k > 0

Dans le cas d’une application g :]a, b[— RP? de classe C¥, il n’y a qu’une dérivée d’ordre £, 1 < £ < k, celle
d(
qui correspond A la suite i; = --- = iz, = 1. On la note g()(a), ou encore d—tg(a), si t denote la variable du

domaine de définition de g. On note aussi g°)(a) = g(a).
On peut généraliser aussi la notion de dérivée directionnelle; si vy, ..., v € R™, on définit par induction

sur k:
8kf B i ak—lf
vy ...0vu (@) = Ovy \ Ovy ...0vy (@)

ok f

s oy ovi oo (@ est linéaire par rapport

Il suit du fait que %(a) est linéaire en v que pour tout ¢ =1,...,k
a V;.

La définition suivante sera utile pour mieux comprendre les dérivées d’ordre supérieur.



48 CHAPITRE II. DERIVABILITE, THEOREME DES FONCTIONS IMPLICITES

Définition 1.14 Soit f : @ — RP une application (quelconque). Pour tout a € Q et v € R™ tels que
[a,a+ v] € Q on pose:

Ay f(a) = fla+v) = fa)

On peut regarder A, f comme un opérateur dépendant du parametre v: a I'application f il associe une
nouvelle application, celle qui & a fait correspondre I'accroissement de f en a relatif a I’accroissement v de
la variable. La nouvelle application A, f ne sera pas toujours définie, mais puisque 2 est ouvert, pour tout
a € Q il existe un r > 0 tel que a +v € Q si ||v|| < r, et donc A, f sera bien définie pour tout v assez petit.
Dans ce qui suit on supposera, sans le dire explicitement chaque fois, que les accroissements v; sont assez
petits pour que les opérateurs que l'on écrira soient bien définis.

Considérons I’expression

Ay, Ay, fla) = Ay, (fla+v1) = fla) = fla+v1 +v2) = fla+wva) = (fla+v1) = f(a))
= fla+wv1+v2) — fla+wv1) — fla+v2) + f(a)

Elle représente 1'accroissement (relatif & vy) de Paccroissement (relatif & v1) de f et nous sera utile pour
comprendre la 2-ieme dérivée comme ”taux d’accroissement du taux d’accroissement”; de méme, a ’aide de
Popérateur A itéré k fois on obtiendra une expression de la k-ieme dérivée (voir corollaire 1.16).

Notons que l’expression ci-dessus est symétrique en (vq,vs) :

A'UQ Av] f(a) - Avl sz f(a’)

Proposition 1.15 Soit f : Q — RP de classe C*; on a

1 1 akf
Avk Auk71 A Aq,lf(a) = /O Ce </O m(a+tkvk+"'+tlvl) dtk> e dtl .

Preuve: On procede par induction sur k. Si k = 1, cela résulte de la proposition 1.7.
Supposons que la formule soit vraie pour k — 1 et posons wy_1 = tg_1Vx_1 + -+ t1v1. On a:

hyp. induction

A Avlf Uk 1” A, f(a+vk) Akal . Amf( )
ak 1
/ / 8’Uk L a+vk+wk71) dtk_l . / / 8vk f (a+wk,1) dtk_l o dtl
ak lf-
/ / (avk L (a+vk+wk 1) — m(a-ﬁ-wkl)) dti_q...dt

= ——————(attrve+Ftiv) dty ... dt
/o /Oavk...8v1(+tk ko Ftivn) Al 1

k
ou la derniere égalité résulte du cas k = 1 appliqué a ﬁ(lﬁ-wk,l) .

q.e.d.

Le corollaire suivant exprime une dérivée d’ordre supérieur de f directement a partir de f, plutot que de
passer par des dérivations successives comme il est fait dans la définition 1.13:

Corollaire 1.16 Si f est de classe C*,

akf (a) — hm (Askvk s A81111 f(a))
Sk *

8vk...8v1 S1,...,8—0 -8

Preuve: D’apres 1.15:

A LA a
Sk Uk 811)1f( ) = / / (a+sktkvk+-~+slt1v1) dtk e dtl
Sk ... 51 Skt..." 81 skvk (s1v1)

= /0 . /0 m(a—&-sktkvkﬁ-m-{-sltlvl) dtk . dtl
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k k
ou la derniere égalité utilise le fait que W(I) =851 Sk%(z) (linéarité par rapport a v;,

k
i =1,...,k). Puisque 61]5“ f;vl (x) est continue en z, il suffit de poser s; = 0 dans la derniere expression pour
calculer la limite cherchée.
q.e.d.
k
Corollaire 1.17 Si f est de classe C*, a € Q, alors %(Q) est symétrique en vy, ...,v, ce qui veut dire

que sio:{1l,....k} = {1,...,k} est une bijection, alors

oFf B ok f
vy, ...0v1 (@) =

(a)
8vg(k) ce 81}0(1)

Preuve: On a déja remarqué que A,,A,, f(a) était symétrique en vy, ve. Il en suit que A,, ... Ay, f(a) est

symétrique en vy, ..., v, et le corollaire suit alors de 1.16. p
g.e.d.

La formule suivante, diie a Leibniz, exprime la ¢-ieme dérivée de 2 fonctions d’une variable en termes des
dérivées de chacune des fonctions :

Proposition 1.18 Soient a, (3 :Jtg — r,tg + r[— R deux fonctions de classe C*. Alors la £-ieme dérivée de
a(t) - B(t) a pour expression :

4
(a(t)- ) ) =" <£> a® () - g1 (¢)

h=0

Preuve: Par induction sur £. Pour £ = 1, la formule se réduit a I’expression bien connue :

(a(t) - () (t) = /(1) - B(t) + alt) - F'(2)

Supposons avoir montré que

£—1
(alt)- 500" 0 =3 (a0 50

h=0
On dérive en appliquant la formule pour ¢ = 1 a chaque terme de la somme :

£—1

(a(t) - B(t) (L —1)(t) = Z (f; 1) (a(h""l)(t) .ﬁ(é—l—h) (t) + ol () 'ﬁ(é_h)(ﬂ)
h=0
Eoo ()3

et on conclut en remarquant que :

-1\ fe-1\ (0—1)! (0 —1)!
(h—1>+< h )_(h—l)!(@—l—(h—l))!+h!(£—1—h)!

(=D (f=Dt—h) (=D =D—h (L
TR—R)! T Re—R Wl —h)! - (h)

q.e.d.

Suivent des résultats préliminaires a la formule de Taylor.

Proposition 1.19 Soit g :Ja,b[— R de classe C**1, ¢t >0, [0,t] Cla,b]. Supposons que
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Alors
(1-3) g(t) =" (2)
(1-4) 10 = 5 [ w1 -

et en particulier v(0) = (kil)!g(kJrl)(O).

Preuve: Montrons I'affirmation par induction sur k. Pour k=0, on a que g(0) = 0 et donc :

On fait le changement de variable s = u - t dans 'intégrale :

1 1
g(t):/o g/(t~u)~tdu:t/0 g (t-u)du

Supposons que g(0) = ¢'(0) = --- = g¥(0) = 0 et que (1-3) et (1-4) soient vraie pour k — 1:

tk Yok 1
o) = gy | 9w =)

On integre par partie en remarquant que

(1—u)h ! = <¥>/

et compte tenu du fait que ¢*)(0) = 0 on obtient:

o ([ 0 (52 o

0

=0

Puisque fy (1= w)*du = [; u*du = g5, on a bien que 7(0) = g™ (0).

g.e.d.

Corollaire 1.20 (Formule de Taylor pour les fonctions d’une variable) Soit ¢ :Ja—r,a+r[— R une
fonction de classe C*+1. Alors, pour |t| <r :

tk+1
k!

k
_ @(Z)(a) 0 ' (k+1) ) 1— wkd
gp(a—|—t)—<p(a)+z 7 4+ | @ (a+t-u)(1l—u)du
(=1 ’

Preuve: On pose
ko (a
9(t) = wla+1) - pla) - (Z - W)
£=0 '

de sorte que g((0) =0, V¢ < k et g*tD(t) = ¢**+1(¢), puis on applique 1.19 a g.
q.e.d.
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Le cas de fonctions a plusieurs variables pourra se ramener au cas d’une variable grace au lemme suivant.
Tout d’abord on introduit une notation permettant de regrouper les dérivées supérieures qui ne different que

par 'ordre des dérivations. Soit a = («v, ..., a,) € N un vecteur a coefficients entiers. On pose:
o =1+ +a, , al=(a!) ... (a,))
et si h = (h1,...,h,) € R", on pose h® = h{* - ... - hi"» € R.
Soit av € N™, |ar| = k; on peut lui associer la suite de k entiers i(«) = (i(«)1,...,i(«);) définie ainsi :
() =(,...,1,2,...,2,...,n,...,n)
—— —— ——
oy fois  as fois a., fois

Si f:Q — RP est de classe C*, on pose :

ce qui revient & dériver [ «;-fois par rapport & x1, as-fois par rapport a s, et ainsi de suite, au point a.

Lemme 1.21 Soit f : Q — RP de classe C*, h € R™ tel que {a+th|0<t <1} C Q. Posons p(t) =
fla+th), 0 <t <1. Alors, VL <k on a:

o' f 0oty
(Z)t: — (a h1h7 = — a h*
Pt Z 0z, ... 0wy, (ath) iy b eN"Z - ol §ga T

Preuve: On montre d’abord la premiere égalité par induction sur /.
Pour ¢ = 1, puisque h = >_""_| hje;, ou les e; dénotent les vecteurs de la base standard de R, il suit de
la définition de % et du fait qu’elle est linéaire en h que:

(a+th)h;

P = Harm=3 I

1<i<n Li
Supposons d’avoir démontré que
_ oLy
(p(f U(t) = Z ———(a+th) hil ce Lt hi(,l

(
Ox;, . ...0x;
1<iy,eyigo1<n L '

Alors
O =32 0 e h hy =
4 (t) 726.’17@ . Z 8@[_1 833%1 (a-+th) T e i
=1 1<iy,..,ig—1<n )
8@
Z ﬁ(a—i—th)hil”'...'h”
1<iy,....i¢<n Lig - - Oy,

Dans la somme ci-dessus, la suite d’indices
(i1,.. i) =(1,...,1,2,...,2,...,n...,n)

—— —— ——
ai-fois  as-fois an—fois

0!
avec aq + -+ + «a, = £ apparait — fois a permutation pres; en effet, il faut diviser le nombre ¢! de toutes
e

les permutations de la suite (1,... 7.1, 2,...,2,...,n...,n) par le nombre de celles qui la laissent invariante,
—— —— ——
ai-fois  as-fois an-fols

quiest (ap!)-...-(ap!) = a!. La derniere égalité énoncée suit alors du corollaire 1.17 (symétrie des dérivées

d’ordre supérieure) .
q.e.d.
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Théoréme 1.22 (Formule de Taylor) Soit f = (fi,...,f,) : & — RP de classe C¥™, a € Q et h € R"
tel que {a +th |0 <t <1} C Q. Alors:

fla+h)= f(a)+

1 9l
Z — f(a)-ha + ri(a,h)

k
a! Oz«
=1 \|a|=¢

ot le terme ri(a, h), appelé terme de reste, s’écrit :

(1-5) re(ash) = (k+ 1) . </ O ) (1= )du>

|a| k+1
Si R > 0 est tel que B(a,R) C Q et ||h]| <R, on a:
(1-6) Iri(a, B)]| < Ci )|

ri(a, h)
S =
Al

ou C, est une constante, et en particulier limy,_.

Preuve: On pose ¢(t) = (p1(t),...,¢p(t)) = fla +th), 0 <t < 1. La formule (1-5) se déduit alors du
corollaire 1.20 appliqué aux composantes de ¢(t) et du lemme 1.21 appliqués aux composantes de f.
D’autre part, en reprenant (1-5), on a que

1 o[t oty .
enml=|g S w ([ e -t )

1§i1,...,ik+1 Sn
Iy a n**! terme dans la somme sous l'intégrale, et fol(l —u)kds = k+ . On sait que la norme donnée sur
R™ est équivalente & la norme || k|| =sup {|h;||i=1,...,n}, doncile 1ste K tel que ||h||,, < K -||h]. Or,
silaj=k+1:

|Re| = [Ag" .. hgn | < [[B)SET < KRR
Si on pose :
8|a\f nk+1 1
C’kzsup{H 5 (a—|—uh)H ’ |a|=k+1,0§u§1}- (k—i—l)!K

I'inégalité (1-6) suit.

Remarques 1.23

(1) Considérons la fonction:

eV §it>0
€T) =
fo={" o

sit<0

On montre que f est C*™ en 0, avec toutes ses dérivées nulles en ce point. Il en résulte que tous les
termes de la formule de Taylor sont nuls, sauf le terme de reste. On en déduit que |f(t)| < [¢|¥, ceci
pour [t| assez petit et pour tout k.

(2) Un théoreme dit a E. Borel affirme que pour toute suite {ax},.y C R de nombres réels, il existe une
fonction f : [~1,1] — R de classe C* telle que f*)(0) = aj. Cela exprime l'extréme flexibilité des
fonctions différentiables.

On a un énoncé analogue pour les fonctions de plusieurs variables: si 'on se donne une famille
lo]
{aa}oenn CR, il existe f: U — R, U C R™ ouvert, U > 0 telle que Bazaf (0) = Qg
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(3) Si f est C™ et ses dérivées sont bornées sur une boule fermée de rayon fixe, on déduit de (1-5) que que

la série
0+ 4
ol Ore (@)

converge uniformément sur cette méme boule vers f(a+h). Cela peut s’appliquer a des fonctions telles
que sin(x), cos(z), e Y.

Etude des extrema locaux de fonctions

Définition 1.24 Soit f : @ — R, Q C R™ ouvert, a € Q. On dit que a est un minimum local strict
(respectivement un maximum local strict) s’il existe un ouvert VC Q, V' 3 q, tel que :

reV,x#a= f(x)> f(a) (respectivement f(z) < f(a))

Si 'on remplace les inégalités strictes ci-dessus par des inégalités non strictes on obtient les notions de
minimum local, resp. maximum local, non strict.

La formule de Taylor fournit un critere permettant parfois de décider si un point est un extremum local ou
non d’une fonction.

Proposition 1.25 Soit f : Q — R, Q C R™ ouwvert, de classe C**', k > 2, a € U. Supposons que toutes les
dérivées de f d’ordre au plus k — 1 s’annulent en a :

6a|a‘af (=0 Vatelquel <|a|<k-1
Posons 1 glal
or(h) = az_:k o oo (@h®
On a:

(1) Si pr(h) >0V h #0, alors a est un minimum local.
(2) Sipp(h) <0Vh+#D0, alors a est un mazimum local.

(3) S’il existe hy, ho € R™ tels que @i (h1) > 0, pr(ha) < 0 alors a n'est ni un minimum ni un maximum
local, méme non strict.

Preuve: Remarquons que ¢y (h) est homogene de degré k, ce qui veut dire que Y\ € R, o5, (AR) = Aoy (h).
Soit hg € R™ tel que @i (ho) # 0, avec ||hol| = 1. Alors il suit de la formule de Taylor que

th
Fa-+tho) = F(a@) = u(tho) + (o, the) = ¢ (su(ho) + "))
Posons € = |pg(ho)]; il suit de 'inégalité (1-6) de 1.22 qu'il existe d. tel que si |¢| < o,

|7k (a, tho)]
t# || ho|*
——

=1

= |x(ho)l

et donc f(a+thg) — f(a) a le méme signe que @y (ho). Cela entraine immédiatement 'affirmation (3). Pour
(1) et (2), il suffit de poser

e = inf {gr(ho)| | Iholl =1}
puisque | (h)| est continue, non nulle sur 'ensemble compact {k | ||k|| = 1}, il suit que € > 0. La condition

d’extremum local strict sera satisfaite avec V = {a +tho ‘ [t| < dc},
q.e.d.
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Remarques 1.26
(1) Du fait que ¢r(—h) = (=1)F¢r(h) on déduit que :

— si la condition (1) ou la condition (2) de 1.25 sont satisfaites, alors k est pair.

— si a est un extremum local et k est 'ordre de la premiere dérivée non nulle en a, alors k doit étre
pair, sinon on pourrait appliquer (3) de 1.25 avec h; un vecteur tel que g (h1) # 0 et ho = —hy.

(2) 1l se peut qu'une fonction f ait un minimum local en restriction & chaque droite passant par le point
a, sans que a soit un minimum local pour f (méme discours pour les maxima).

C’est le cas pour la fonction f(z,y) = (y — 22)(y — 22%). On voit que f admet un zéro isolé a I’origine
de toute droite £ passant par (0,0), et qu’elle est strictement positive sur un intervalle de £ contenant
(0,0). Cependant, on ne peut pas trouver une longueur d’intervalle uniforme, qui fonctionne sur toute
droite. Et en fait il y a des points arbitrairement pres de 'origine en lesquels f est positive, d’autres
en lesquels f est négative.

(3) Sik=2et dét(%(a)) # 0, alors on peut décider si a¢ est un minimum local strict, un maximum,
J T

ou bien ni 'un ni 'autre en examinant la forme quadratique

En effet, ¢ est soit définie positive, auquel cas a est un minimum local strict, soit définie négative, et
alors a est un maximum local strict, soit elle est indéfinie, et alors a n’est ni minimum, ni maximum
local, méme non strict. On peut décider en mettant ¢ sous forme diagonale.

Dans le cas de fonctions a 2 variables, si dét(%(a)) > 0 alors ¢ est définie, si dét(%(a)) <0
jOTq FOT;

2 2
elle est indéfinie; si elle est définie, elle est définie positive si %(a) > 0 (ou %(a) > 0), elle est définie
1 2
négative sinon.

(4) La fonction 22 + y* posseéde visiblement un minimum absolu en (0,0), mais les criteres de 1.25 ne
s’appliquent pas.

2 Le théoreme des fonctions implicites

Soit f(z,y), (z,y) € U C R?, une fonction de 2 variables. On peut lui associer une correspondance entre
et y de la maniere suivante :
a tout x fixé on fait correspondre les valeurs de y qui sont solution de f(x,y) = 0.
On dira que cette correspondance entre x et y peut étre rendue explicite s’il existe une fonction y(z) telle
que :
f(z,y) =0y =y(x)

En général, il n’est pas possible de passer de la relation implicite f(x,y) = 0 & la relation explicite y = y(x).
Souvent c’est possible, mais seulement localement, au voisinage d’une solution particuliere de f(z,y) = 0.

Exemples 2.1 (1) Soit f(z,y) = ax + by + ¢ = 0 I'équation d’une droite. Si b # 0, on peut en tirer

I'équation explicite : y = —7x — 7, et si a # 0, on en tire que = fgy — <. Le premier cas revient a
supposer que % # 0, ou encore que la droite n’est pas verticale; dans le deuxieme, % # 0, ou encore

que la droite n’est pas horizontale.
(2) De I’équation implicite 2 + y* — 1 = 0 on peut tirer 4 relations explicites :

(2-1) y=—+vV1—-22 |jz|]<1l,y>0 o y=—vV1l—a? ||z|<1l,y<0
(2-2) r=4+vV1—-9y> |jy<l,z2>0 por=—y/1-y2 ,ly<1l,2<0
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NY nNY
r=\/ 1—y2 o
Y= 1—332

gyc(:r) ?

> . >

0] x O o y(z) 7 x

y=-z
Figure II.1: Passage d’une relation implicite a une relation explicite
(3) De la relation implicite 22 —y? = 0 on peut tirer les 2 relations explicites : y = x et y = —2. Ensemble,

elles décrivent toutes les solutions de 22 — y? = 0. Mais au voisinage de la solution (0,0), aucune des
2 ne donne une solution explicite complete. En fait il n’y a pas de solution explicite au voisinage de
(0,0) (voir figure I1.1).

Le théoreme suivant nous donne une condition suffisante pour passer localement d’une relation implicite &
une relation explicite. Considérons la décomposition en produit R” = R" P xRP et notons (x,y) € R" 7P xRRP,

T = (xla"wx’ﬂ*p)’ Y= (yla--'7yp)'

Théoréme 2.2 (Théoréme des fonctions implicites) Soit U C R™ un ouvert et f : U — RP continue,
admettant une dérivée partielle g—i(z,y) € L(RP,RP) dépendant continiment de (x,y) € U. Supposons que
(x0,y0) € U soit tel que :

i) f(xo,y0) =0

i) a*f(ﬂmyyo) : RP — RP est bijective.

dy

Alors il existe ro, Ry > 0 et une application continue g : B(xo,r9) — B(yo, Ro) tels que:

Z) B(,To,ro) X B(yo,Ro) cU

it) f(x,g(z)) =0 Va & B(xg,r0) et pour tout (z,y) € B(xo,70) X B(yo, Ro) on a :

f(x,y) =0 <= y=g(z).

Pour comprendre intuitivement cet énoncé, supposons que f soit C!; alors, pour (z,y) proche de (zg,%o) :

0 0
@) = £(20,90) +2L (oo (& — 20) + 2L (o) (4 — o) + reste
——— Oz y
=0

et si on néglige le reste, on en déduit que :

o d o L,
flz,y) =0= 8_£(z0’y0) (x — o) + 8_;;(150#0) (Yy—yo)=y=yo— (8_5(3004/0)) <a—£(mo,yo) (x — xo))

a condition, bien str que g—i(xo,yo) soit bijective. Cela nous donne une expression approximative de y en
fonction de x; on peut espérer que :

) (o
Y ="Yo — (8—5(300,?!0)) (8—£(wo,yo) (IE - 1’0)) + p(x — :L'O)
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avec p(x—yp) treés petit si x est proche de 2. Nous verrons plus loin (voir 2.9) qu’en fait lim, % =0
Preuve: Soient r, R > 0 tels que B(xg,7) X B(yo, R) C U et posons:

Xrr= {qb : B(zo,r) — B(yo, R) ‘ ¢ continue } ;
c’est un sous-ensemble fermé de ’espace vectoriel complet (C (B(xo, ), ]R”) Al ||oo) et donc X, g est complet

pour la métrique induite par || || (voir 1.3.10). Pour ¢ € X, r posons:

T@X@=¢@ﬂ—<%§®mm0_(ﬂ%¢@ﬂ);

T(¢) est une application continue de B(zp,r) dans RP. Remarquons que

T(¢) = ¢ <= [f(z,0(x)) =0 Va e B(xo,r).

On a donc ramené la recherche d’une solution explicite a un probleme de point fixe. En fait, la définition de
T s’inspire de la lére variante de la méthode de Newton (voir 1.4.2), que l'on retrouve lorsque p = 1 et si
l'on considére x comme un parametre. Le reste de la preuve consiste pour ’essentiel & montrer que si r, R
sont assez petits, alors T' est une transformation contractante.

Définissons 'application auxiliaire

-1
U : B(zg,r) X B(yo,R) = RP | Y(z,y)=y— <g—£(mg,yo)> (f(:r,y))

de sorte que T'(¢)(x) = ¥(z, ¢(z)) et ¥(zo,yo) = yo. On a que

ov of -t of
a—y(%y) =1, - (a—y(aso,yo)) (a—y(ﬂ%y))

ou I, : R? — RP dénote I'application identité.
Choisissons ¢ tel que 0 < g < 1. 1l suit de I’hypothese que g—i(z,y) est continue que %—;I/j(m,y) Iest aussi, et

-1
puisque aa—glj(azo,yo) =1, - (g—{l(wo,yo)) (g—{l(zo,yo)) =0, il existe 71 > 0 et Ry > 0 tel que:

=q

ov
o= aoll < 74y = ol < Ro = [ S cem

ce qui entraine encore, par le théoreme des accroissements finis 1.9 que

lz — ol <71, lyr —woll » llve — woll < Ro = ¥ (z,41) — ¥z, y2)|| < ¢llyr — 2| -

Soit § > 0 tel que
|z — 2ol <6 = [|¥(x,y0) — ¥(zo,y0)[| < Ro(1l —q)

et posons rg = inf{ry,d}. Alors

lz — 2ol < 7o, ly —woll < Ro =
W (2, y) —yoll < [[(z,y) — ¥(z,y0)|l + [[¥(z,y0) — ¥(z0, o)l
< qlly —voll + Ro(1 —q) < qRo + Ro(1 —q) = Ry .

Ainsi, si ¢ S X’ro,Ro7
17(¢) = yollow = sup {I|¥(z, ¢(x)) — woll , [lx = @oll < 1o} < Ro
et si ¢1, ¢2 S XTO,R(N

1T (¢1) = T(d2) || = sup {I[¥(x, ¢1(2)) = ¥(w, da(2))] ; [l& — woll <70}
< gq-sup {[lg1(2) — g2(2)[|, Iz = woll <70} = qlldr — 2l -
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Donc T' est une transformation contractante de X, gr, et on peut lui appliquer le théoréeme du point fixe

(chap. I, th. 5.1, page 16). L’unique point fixe de T" sera une application continue g : B(zq,r9) — B(yo, Ro)
telle que

f(z,9(z)) = 0.

L’unicité du point fixe de T nous dit que g est 'unique application avec la propriété ci-dessus, cependant
cela n’empéche pas a priori que pour un = € B(xg, 1) il existe y € B(yo, Ro), y # g(x) avec f(z,y) = 0.
Mais si ¢ € B(xg,70) est fixé, on peut considérer la transformation

ty : B(yo, Ro) — B(yo, Ro) . ta(y) = V(z,y).

On déduit immédiatement des estimations qu’on a vues sur ¥ que ¢, est une transformation contractante,

donc elle admet un unique point fixe, qui ne peut étre que g(z).
q.e.d.

Remarques 2.3

(1) Si lon préfere travailler avec des boules ouvertes, on peut choisir 7, < 7o tel que g(B(xo,ré)) C
B(yo, Ro), et on aura encore:

pour ($7y) € B(l‘o,’l‘é) X B(yo,R0> ’ f(xay) =0 < Y= g(l‘)

(2) Soit f:U — RP, U C R", g € U, f(xg) = 0 et supposons que df,, soit surjective. Alors, quitte &
renuméroter les vecteurs de la base naturelle de R™, on peut supposer que

dét (afi (zo)) £0
awﬂ i=1,...,p,j=n—p+1,....n

Si lon prend la décomposition R™ = R? x R"? et I'on note (2/,2”) € R"7P x RP, on aura que %((EU)
est bijective et on pourra appliquer le théoréme des fonctions implicites pour exprimer 2’ en fonction
de 2’ pres de xo = (xf, z()).

(3) Désignons par Z(f) = {(x,y) € R™ | f(x,y) = 0} 'ensemble des zéros de f. L’application h : B(x{,r9) —
B(x(, Ro), ' +— (2',g(x")), est une bijection sur Z(f)N(B(z(,r0) X B(xf, Ro)); ¢’est une paramétrisation
locale de X au voisinage de xg (cf. proposition 4.8(2)).

Exemples 2.4

(1) Courbes planes. Généralement, si z € R et y € R, I’équation f(z,y) = 0 définit une courbe plane,
notée Z(f). Si (xo,y0) € Z(f) et (g—i(mo,yo), %(mo,yo)) # (0,0), on dit que (zq, yo) est un point régulier,
sinon c’est un point singulier. On appelle droite tangente & Z(f) en un point régulier (zo,yo) la droite
d’équation :

0 0
a_i(ﬂﬂmyo) (z — o) + B_Jyf(myo) (y—w)=0 ;

elle est proche de Z(f) pres de (zo,%0), parce que f(x,y) — f(xo,y0) = f(x,y) est approché par
g—i(zo,yo) ($—$0)+g—£(wo,yg) (y—yo). Si (x0,yo) est un point régulier, le théoreme des fonctions implicites
nous dit qu’'on peut paramétrer Z(f)NB(zo) x B(yo, Ro) par une application de la forme x — (z, g()),
x € B(xo,710), si g_g(ajg,yo) #0,ouy +— (y,9(y)) si g—i(zo,yo) # 0. La condition g—i(mg,yo) # 0 signifie
que la droite tangente & Z(f) en (zg,yo) n’est pas verticale, et elle se projette donc bijectivement sur
I'axe OX; le théoreme des fonctions implicites nous dit qu’alors la courbe elle-méme, au voisinage de
(z0,Y0), se projette bijectivement sur OX (voir figure I1.3).

Par exemple, considérons la fonction f: R?* - R, f(z,y) =y?> —z(z —1)%. On a:

0 0
_f(a:ﬂ/) = 2y ’ _f(a:ﬂ/) = _31.2 + dr —1
y ox



58 CHAPITRE II. DERIVABILITE, THEOREME DES FONCTIONS IMPLICITES

_—Z(f)
\ w >
%H,_/ x
To
Figure I1.2: Le théoreme des fonctions implicites
/N
Yo b
y=(a-1)vz

Figure I1.3: La courbe d’équation y? — z(x — 1)2 =0
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et
of
f(z,y) =0, 2y = 0= (z,y) = (0,0) ou (1,0).
On pourra donc résoudre explicitement y en fonction de x, sauf aux 2 points (0,0) et (1,0). Puisque
%(0,0) = —1, au voisinage de ce point on pourra résoudre explicitement x en fonction de y. Par contre

(1,0) est un point singulier, et on se rend compte sur la figure I1.3 qu’il n’est pas possible de résoudre
explicitement, ni y en fonction de z, ni x en fonction de y.

(2) Surfaces de lespace. Une équation de la forme F(z,y,z) = 0, z,y,z € R, définit généralement une
surface de lespace. Si P = (x,y0,20) € Z(F) et dFp = (%—E(P), %—1;(13), %—5(13)) # (0,0,0), on dit que
P est un point régulier, sinon c’est un point singulier. On appelle plan tangent & Z(F') en un point
régulier P = (x0, Yo, 20) la plan d’équation :

Py = o)+ Sy~ o) + S 2 = 20) = 0

— ) (r—= — ) (y— — @) (z—20)=0 ;

8x() 0 ay()y Yo aZ() 0

il est proche de Z(F') pres de (xg, yo, 20), parce que F(z,y,z) — F(x0,y0, 20) = F(z,y, ) est approché
par aa_i($07y0120) (w —x9) + %_5(%72/0720) (y — o) + %—S(zmymzo) (Z - ZO)~

Au voisinage d’un point régulier P, si par exemple %—E(P) # 0, on peut paramétrer Z(F) par (z,y, z) —
(z,y,9(x,y)), pour (x,y) proche de (zg,%0), ol g(x,y) nous est fournie par le théoréme des fonctions
implicites.

Par exemple, considérons F(z,y,z) = 2% + y* — 22, dF(yy.2 = (22,2y,—2z). Donc (0,0,0) €
Z(F) est 'unique point singulier. Au voisinage de (0,1,1) on peut paramétrer Z(F) par (z,y) —

(z,y, v/ +9?), (z,y) proche de (0,1).

(3) Courbes dans l'espace. Si ¢ = (p!,0?) : R® — R?, généralement Z(y) est une courbe dans I’espace.
Un point P = (o, Y0, 20) € Z(p) est dit régulier si dpp est de rang 2, sinon on dit qu’il est singulier.
Si P est régulier, cela signifie que dp} et dp? sont lindairement indépendants; en particulier ils sont
non nuls, et donc P est un point régulier sur chacune des deux surfaces Z(p!) et Z(¢?). Dire que dph
et dp% sont linéairement indépendants signifie exactement que ces plans tangents sont distincts; leur
intersection est la droite tangente & Z () en P. Au voisinage d’un point régulier, on peut paramétrer
Z () par projection sur OX, OY ou OZ.

Par exemple prenons ¢! (z,y, 2) = 2% +y? — 22, ©*(2,y,2) = y> + 22 — 1; Z(p1) est un cone circulaire
d’axe OZ, Z(p2) est un cylindre circulaire de rayon 1, d’axe OX. En posant ¢ = (!, 0?), on a :

(22 2y -2z
dp = ( 0 2 22 )
Les 2 x 2 mineurs de cette matrice valent 8yz, 4zy et 4xz. Pour que le rang de dy soit inférieur a 2

il faut donc que 2 des 3 coordonnées z,y, z s’annulent, et on vérifie que cela ne se produit en aucun
point de Z(); donc tous les points de Z(p) sont réguliers.

Au point (1,0, 1), le mineur de dy correspondanta la premiere et derniére colonne est non nul; on peut
paramétrer Z() au voisinage de ce point par y — (1/1 — 2y2, /1 — y2).

Dans les exemples précédents, on a utilisé souvent 'adverbe ” généralement”, parce qu’il est des équations
particulieres surprenantes; par exemple, si on prend F(x,y,z) = 22 +y? + 22 = 0, alors Z(F) = {(0,0,0)}.

2.1 Dépendance des racines simples d’une famille de polynémes par rapport a
des parametres

D’abord un lemme qui nous donne une estimation des racines d’un polynome & une variable en fonction de
la taille de ses coefficients. On va supposer que le polynome est distingué, ce qui veut dire que le coefficient
du terme du plus haut degré vaut 1.
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Lemme 2.5 Soit f(x) = 2%+ Z;i:1 a;x%7 a; € R et supposons que |a;| < M, i=1,...,d. Alors, sia € R
et fla)=0ona :
ol <1+ M

Preuve: Si |a| < 1il n’y a rien & démontrer. Sinon :

)PP o S N N
o' H o) lel1-1/]a]
et alors
d d 1
0= a1+ aia™| > |a|® <1—MZ| Z) >
i=1 i |l

(1 (=) ) = e (- )

1
ol —

et donc |a| < 1+ M dans tous les cas.
q.e.d.

Théoréeme 2.6 Soit F(x,\) = 2 + Z?;()l a;(N)x® une famille de polynémes de degré d, ot les coefficients
sont des fonctions continues a;(N\) : U — R, U C R™. Supposons que pour un A\g € U ’équation

F(l’,)\o) =0

possede exactement v racines, toutes simples, aq,...,q, € R :

r
F(xz, ) =0=3it.q o= ,et%(ai,xo);ﬁo , i=1,...,v
z

Alors il existe r > 0 et v fonctions continues ; : B(Ag,7) — R telles que :
i) Yi(Ao) =
i) F(x,\) =0, A € B(Ag,7) & Fi t.q. x =7;(N)

Preuve: D’apres le théoreme des fonctions implicites 2.2 il existe » > 0, R; > 0,7 =1,...,v et des fonctions
continues v; : B(Ag,r) —]a; — Ry, + Ri[, i =1,..., v, telles que

F(z,A\) =0,z € B(ay,R;), A€ B(Ao,7) <= 3Fit.q. =)

Il reste a voir que si r est choisi suffisamment petit il n’y a pas d’autres racines.

Soit r’ < r; alors, puisque {A | [|A — Ao|| < '} est compact et les a(\) continues, il existe M tel que
la(N)] < M pour ||A— Xo|| < 7’ Alors il suit du lemme qui précede que F(z,\) # 0 si A € B(A\o,7’) et
|| > 1+ M. Posons

p=inf {|F(2,20)| | @ € [-1 = M1+ M\ Ui, Blos, R) |

alors 1 > 0. I existe " <7’ tel que |F(x,\)| > p/2si |A = o <77,z € [-1-M,1+M\U;=1... ., B(a;, R;);
les racines de F'(z, A) ne peuvent donc étre que dans U;=1,.. , B(ay, R).
q.e.d.

Remarquons que si 'on admet des racines non simples, le théoréme précedent est faux : 2 + A admet
une racine pour A = 0, qui disparait des que X > 0. Aussi, le théoreme est en défaut pour la famille de
polynomes Az? — z : pour A = 0, z = 0 est I'unique racine, et elle est simple, mais dés que A # 0 il y a 2
racines simples :  =0et z = %

On peut néanmoins étendre un peu la validité de 2.6 :
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Corollaire 2.7 Soit F(xz,\) ?:0 a;(\)x’ une famille de polynémes de degré d, ou les coefficients sont
des fonctions continues a;(\) : U — R, U C R™. Soit \g € U tel que l'on ait :

Z) ad()\o) 75 0

it) Uéquation

F(xz,XA)=0
possede exactement v racines, toutes simples.
Alors la conclusion du théoréme 2.6 reste valable.

Preuve: En posant F'(x,\) = 1/aq(\), pour A dans un voisinage de Ag, on est ramené a 2.6.
q.e.d.

On en déduit une méthode pour dessiner des courbes planes décrites par une équation polynomiale en
deux variable x et y, que nous allons esquisser.
Soit f(z,y) = ijzo a; jo'y? un polyndme en x et y et soit

X:{('x’y) 6R2|f(x,y):0}

la courbe plane qu'il définit. Posons f.(y) = f(z,y) = ao(z) + a1(x)y + - + aq(x)y?, que 'on considere
comme famille de polynoémes en y dépendants du parametre x. L’idée de cette méthode est de fixer x € R,
puis de chercher I'ensemble des y solutions de I’équation f,(y) = 0; ce sera un ensemble S, C R qui sera
soit fini, soit égal & R, si la courbe X contient la droite verticale {z} x R. Puis on essaie de comprendre
comment S, se comporte lorsque = varie. Des problemes vont surgir lorsque les racines de f, ne dépendent
pas continiment de x. D’apres 2.7 cela ne peut arriver que dans les cas suivants :

— lorsque z annulle le coefficient de degré maximal en y : aq(xz) =0
— lorsque g—i(z,y) =0et f(z,y) =0

En ces points, qui sont généralement en nombre fini, il faut examiner de plus pres I’équation. On va noter
> C R lensemble de ces points. Son complémentaire R \ ¥ est consitué d’'un nombre fini d’intervalles
I,...,In. Tl suit de 2.7 que X N I} se compose d’une réunion finie d’arcs disjoints, chacun se projetant
bijectivement sur I, pour h=1,..., N.

Exemple 2.8 Considérons la courbe d’équation :
v*(1—2) —z2x—1)>=0

On calcule que

ﬁ:—y2—12ac2—|—8x—1 , ﬁ:2y—2xy

ox dy
Les solutions de f(z,y) =0, % = 0 sont (0,0) et (1/2,0). Le coefficient du terme de degré maximum en y
est 1 —x, nul en z = 1. Donc

»={0,1/2,1}

On vérifie que I'équation f,(y) = 0 possede 2 solutions symétrique par rapport a I'axe Oz lorsque 0 < x < 1/2
et 1/2 < < 1. Le point (0,0) n’est pas singulier, alors que (1/2,0) I'est. Pour comprendre ce qui se passe
en (1/2,0) on regarde le développement de Taylor de f en ce point :

flz,y) =1/2y% —2(z —1/2) + 1y

et il est donc probable que X ressemble & la paire de droites 1/2y* —2(z—1/2)? = 0 au voisinage de ce point.
Enfin, si z — 1, les deux solutions de f,(y) = 0 ne peuvent que tendre vers l'infini, car f(1,y) = =1 # 0
(figure I1.4).
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Figure I1.4: La courbe d’équation y?(1 — x) — z(22 — 1)? = 0.

-1

Figure I1.5: Exemple d’extremum lié : distance minimale d’une courbe a un point donné

2.2 Méthode des multiplicateurs de Lagrange pour la recherche d’extrema liés

Soit  C R™ un ouvert et F : QO — R* une application. Posons X = {z € R" | F(z) =0} = Z(F); si
f: 9 — R est une fonction, on aimerait chercher les extrema locaux de la restriction de f a X : on dit que
a € X est un maximum (resp. minimum) local de f | X si 37 > 0 tel que z € X, d(z,a) <r = f(x) < f(a)
(resp. f(z) > f(a). On dit alors que a est un extremum local de f, 1ié aux conditions F;(z) =0,i=1,... k.

Par exemple, cherchons les points de la parabole y = 22 qui sont & distance minimale du point P = (0, ¢).
Dans ce cas, F(z,y) = y—22, et on peut prendre pour f la fonction f(x,y) = 22+ (y—c)?, c’est-a-dire le carré
de la distance de (x,y) & P; minimiser f(z,y) ou la distance proprement dite 1/ f(x, y) revient au méme, mais
f(x,y) est plus simple & écrire. On peut résoudre directement ce probleme & I'aide de la paramétrisation
globale de Z(F) : a(z) = (z,2%); alors f(a(z)) = 22 + (22 — ¢)? = ¢(x), ¢'(x) = 22 + 2(2? — )2z =
22(22% — 2¢ + 1).

On doit chercher la valeur de x pour laquelle ¢(z) est minimale, et alors ¢'(x) = 0, dott z = 0 ou
r=+/c—1/2sic>1/2. Or $(0) = 2, ¢(y/c—1/2) = c—1/4 (¢ > 1/2). On vérifie que ¢* > ¢ — 1/4 si
¢ > 1/2; donc que la distance minimale est atteinte par le point (0,0) si ¢ < 1/2, sinon par les deux points
(£+y/c—1/2,¢—1/2) (figure IL.5).

Dans cet exemple, on s’est ramené, a l'aide d’'une paramétrisation de la courbe g(z,y) = 0, a la
recherche de points critiques d’une fonction d’une variable. En général, il n’est pas possible d’expliciter
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une paramétrisation d’une courbe décrite par une équation : le théoreme des fonctions implicites est un pur
théoreme d’existence. Néanmoins, un complément a ce théoreme va nous donner 'expression de la premiere
dérivée d’une paramétrisation locale de la courbe g = 0; c’est ce que va exploiter la méthode des multiplica-
teurs de Lagrange, qui permet sous certaines conditions de donner des équations des extremas d’une fonction
liés a une contrainte.

Théoréme 2.9 (Complément au théoréme des fonctions implicites) Sous les hypothéses du théoréme
2.2 (théoreme des fonctions implicites), si [ est dérivable en (xo,y0), alors g est dérivable en xq et

i “trof
(3) dgzo = - (8_11(3004/0)) <%(Io,yo)> .

De plus, si [ est de classe C", g l’est aussi.

Preuve: En dérivant les 2 membres de I’équation:

[z, g(x)) =0
on obtient que

af af _
a—x(wmyo) + a—y(Omeo) (dgzo) =0

B /o
dgz, = — (a_z(zo,yo)> <a_£(xoyyo)>

ceci a condition que I'on sache déja que g est dérivable en xgy. C’est précisément ce que I'on doit commencer
par démontrer, mais le calcul précédent explique d’ou vient la formule énoncée.

Pour montrer que g est dérivable en x(, donnons un accroissement h a la variable z en z(, un accroissement
Ag =g(xo+ h) — g(xo) & y en yp et utilisons la dérivabilité de f en (zg,yo) et le fait que f(z,g(x)) = 0:

et de la on tire que

0
9 o) (Dg) + (B, Ag)

af
—(zo,y0)(h) + a9y

(4) 0= f(zo + h, g(zo + ) = f(z0, 9(w0)) = 5=

avec r(h, Ag) < e(||h| +||Agl) si ||h]l, [|Ag]l < 6, ot Pon prend partout la norme || ||,. Puisque g est
continue
1] < 82 = llAgll < o

donc si 62 = inf {., 6 },
() [l < 62 = r(h, Ag) < e ([|hll + 1| Agll)

Par ailleurs, on déduit de (4) que

(6) =

Ag— gi (gi( ) r(h, Ag))

(el +2) et eroan)

ou cela va sans dire que les dérivées sont prises au point (zg, yo)-

Posons C = Hg—gilH( % ; (Lfl_l
B

et donc, en supposant que € < 1,

a —1
Ihll < 62 = [ Ag] < H /

+ 1); en prenant € = et en appellant ¢° la valeur correspondante de 62,

on obtient que

Ihll < 6% = | Agll < CIA] +

of !
H = C bl + 5 1]

Haf e

1
(1) = 5 1Agl < Cllhll = [[Agll < 2C|[A]
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Si on reprend (6) on voit que

® 8g= =55 (5L + ) ot ot = -2 (0.89))
et il suit de (5), (7) et (8) que
Al < inf {0, 0%} = [lo(h)]| < < g_g (1+20) ]

cela montre que g est dérivable et que sa dérivée est donnée par (3).
Si 'on suppose f de classe C™, r > 1, % et % sont de classe C"~!. L’expression (3) est valable sur un

ouvert U’ 3 xy et montre que dg est de classe C"! et donc que g est de classe C". J
g.e.d.

Soit F': Q — R* une application de classe C!. Si z¢ € Z(F) et que dF,, soit surjective, on dit que z¢ est
un point régulier de Z(F'), sinon c’est un point singulier (ceci généralise la terminologie introduite dans les
exemples (2.4) .) Si donc x est un point régulier de F, on peut appliquer la remarque 2.3(3) pour avoir
une paramétrisation de X = Z(F) au voisinage de x, de la forme 2’ — (z/, g(2')), ot 2’ € R"™¥ est proche
de z{; on pose h(z') = (2/,g(z'), et il suit de 2.9 que h est de classe C1. On définit 'espace tangent & X au
point xg :

TX,, ={veR"|dF,,(v) =0}
c’est un sous-espace vectoriel de R de dimension n — k (dans les exemples 2.4 c’est en fait le translaté par
xo de TX,, que 'on a appelé espace tangent).

Proposition 2.10 On a :
TXy, = Im(dhyy)

et :
TX,, = {v e R” | 3 des suites {z,} C X ,{\,} CR telles que lim z, =x¢ et lim A\, - (z, —z) = v}

n—oo

Notons qu’en particulier, la deuxieme expression de T'X,,, ne fait pas intervenir I’équation F' de X.
Preuve: La dérivée de h s’écrit :

1 0 -+ 0
0 :
dhyy =10 -+ 0 1
| —
n—=k
dgz,

et on voit qu’elle est injective, et donc Im(dhy, ) est de dimension n—k. Puisque F'(h(z')) = 0, dFy,0dh,; =0,
et donc Im(dhy,y) C Ker(dF,o) = T X4, et puisque ces espaces ont méme dimension n — k, ils coincident.
Si v € TX,,, alors 3w € R"™* tel que v = dhyy (w). Soit z, = h(xj + = - w) et A, =n. Alors

1
n—oo n—0o0 n
’ (zg + 5 - w) — h(zp)
i ; 1 . h(zg+ oo w)— h(x
lim (n(zy — o)) = lim(n(h(xf + — - w) — hxf)) = lim — = = dhyy (w) = v

n—oo

D’autre part, si lim,, o x,, = xg et lim, . Ay, - — o) =0 :

0=MN\, (F(xn) — F(x0)) = A\ - (dFyy (2, — x0)) + A - (20 — 20)

r(x, — o)

=dF,, (A, (xy, —x0)) + .
0 ( ( 0)) ||-Tn — xO”

A [T — xo|| — dFy, (v)

La proposition 1.12 se généralise comme suit.
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Proposition 2.11 Soit Q C R™ un ouvert, et soit F : Q — R¥ de classe C*, X = Z(F) et xg € X un point
régulier. Soit f : Q — R une fonction de classe Ct; pour que zo soit un extremum local de f | X il est
nécessaire que :

Afpe | T X2y =0

Preuve: Soit h(z') la paramétrisation locale de X au voisinage de zy. Alors dire que x est un extremum local

de f | X équivaut & dire que 2, est un extremum local de f o h, ce qui, d’aprés 1 proposition 1.12 implique

que d(foh)y, =0. Mais d(f oh)y = dfs, o dhyy; cela entraine donc que dfy, | Im(dhyy) = dfs, | TXy, = 0.
g.e.d.

Voici un théoreme qui traduit le résultat précédent en une méthode de calcul.

Théoréme 2.12 (Méthode des multiplicateurs de Lagrange (1736-1813)) Soient F : Q — RF et
f:Q =R, QCR" un ouvert, F, f de classe Ct. Posons X = F~1(0) et soit a € X; supposons que dF,
soit surjective. Alors, une condition nécessaire pour que [ | X ait un extremum local en a est qu’il existe k
nombres réels \1,...,\ € R tel que :

k
dfa = Xi-F/(a)
i=1

ot F!(a) € L(R™,R) dénote la dérivée de F; au point a. En coordonnées, cela s’écrit :

(2-3)  n+ k inconnues SA1y ey Uy ALy ey AR

(2-4)  n+kéquations : Fi(a)=---= Fy(a) =0, ngj(a) = Zle A - gTF;(a), j=1,...,n

Il est donc raisonnable d’espérer résoudre ce systeme d’équations.

Les points a € €2 qui satisfont les n + k équations ci-dessus, sans préjuger de leur qualité de maximum ou
minimum local lié, sont appelés points stationnaires. Les A1, ..., A\r sont appelés multiplicateurs de Lagrange.

Lorsque n = 2 et k = 1, les niveaux de f et F' sont généralement des courbes. La condition du théoréeme
devient grad(f), = A-grad(F),, donc les 2 courbes F(x1,22) = 0 et f(x1,22) — f(a) = 0 ont méme tangente
en a; on le constate par exemple sur les figures I1.5 et I1.6.

La démonstration du théoreme repose sur un lemme d’algebre linéaire :

Lemme 2.13 Soient o : R® — R * une application linéaire surjective et 3 : R® — R une application
linéaire. Pour qu’il existe une application linéaire A : R* ™% — R telle que 3 = A o «, il faut et il suffit que
Ker(a) C Ker(f).

Preuve: On peut représenter la situation sur un diagramme:
R™ o4 Rn—k

BN A
R

Si B = Ao «, évidemment Ker(a) C Ker(f3).

Réciproquement, supposons que l'inclusion précédente soit vraie. On a un isomorphisme d’espaces vec-
toriels R™ ~ Ker(a) ® K’, o K’ désigne un supplémentaire & Ker(a) dans R”, et alors a|x : K’ = R"7F,
On pose: A =fo (04|K/)71; on en tire que A o (04|K/) = fB|k. Comme K’ est supplémentaire & Ker(a) et
que autant A o o que  s’annulent sur Ker(«), ces 2 applications linéaires sont égales.

q.e.d.



66

CHAPITRE II. DERIVABILITE, THEOREME DES FONCTIONS IMPLICITES

Preuve de 2.12 Le lemme nous dit qu’il existe une application linéaire A : R™ — R telle que df, = A o dF,.
Si on exprime cette relation sous forme matricielle, en appelant Aq,..., A, les coefficients de la matrice de
A, on obtient les équations (Q).

q.e.d.

Exemples 2.14

(1)

Soit f(z,y) = xy et cherchons ses valeurs maximales et minimales sur le cercle F'(z,y) = 2% +y*—1 = 0;
on sait qu’elles existent parce que le cercle est compact. Cherchons d’abord ses points stationnaires :

> +y?—-1=0
=2\z ==y’ =1/2=a=(+/1/2,+/1/2)
r=2\y

Il y a donc quatre points stationnaires. f (:l:(\/m, \/W)) =1/2, f (:I:(\/v, —\/W)) = —1/2.

Donc la valeur maximale est 1/2, la valeur minimale est —1/2 (figure I1.6).

Cherchons les valeurs maximales et minimales de la fonction f(z,y,2) = x + y + 2z sur lellipsoide

2 2 2 . N . . . .
F(z,y,2) = 5 + %4 + % — 1 = 0. De nouveau, on sait a priori que f admet une valeur minimale et
Yy z

maximale, parce que 'ellipsoide est compact. On a grad(f) = (1,1,1), grad(F) = (z, %, £) et on doit

79213

résoudre le systeme d’équations :

1=z

1 2 42?2 922 3
1:%)\31 :>)\:—,y:25r:,zz3ilzz>96—4-i+i=1=>$6=i£
1 T 2 4 6

Les points stationnaires sont donc P = \/g(%, %, 1) et Q = —V3 (%, %, 1). Donc f(P) = 2/3 est la
valeur maximale, f(Q) = —2v/3 est la valeur minimale de f sur I’ellipsoide.

Si au lieu de Dellipsoide on prend la quadrique h(zx,y, z) = — é + % + % —1 =0, des calculs semblables
& ceux ci-dessus montrent qu'il y a 2 points stationnaires P’ = /2 (%, -1, —%) et Q' =2 (%, -1, —%),
et f(P') = —2v/2, f(Q') = 2v/2. Mais f n’a ni valeur maximale, ni minimale sur cette surface! En
effet, prenons zy = v/6; alors, les points (z,v2x, 29) € Z(h), et f(z,v2x,2) = (1 4+ v/2) + /6 prend

des valeurs aussi grandes que 'on veut.

La méthode ne permet pas toujours de trouver des solutions, méme si elles existent. Prenons la parabole
semi-cubique (figure I1.7), d’équation g(z,y) = y? — x> = 0 et cherchons la distance minimale du point
P = (—1,0) & cette courbe, en appliquant la méthode de Lagrange a f(z,y) = (z + 1)? + 4%, qui
est la distance au carré de (x,y) & (—1,0), soumise & la contrainte F(x,y) = 0. On voit tout de
suite que la distance minimale est atteinte au point (0,0), et elle vaut 1. Mais grad(F) 0 = (0,0),
grad(f)(,0y = (1,0); on ne pourra pas trouver de A tel que grad(f),0) = A - grad(F')(o,0)-

Une condition suffisante pour un extremum local lié

Reprenons les notations et les hypotheses de la proposition 2.11 et du théoreme 2.12. Supposons que la
condition nécessaire pour que f ait un extremum en x( soit satisfaite; alors on peut écrire :

dfy, = Ao dF,,

ou A € L(R™ R) a pour matrice (A1,...,\,). Notons que 'on déduit de 1’égalité précédentes que :

OF ~t/of
AZ(am/f@")) (a—<>>
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Figure I1.6: Valeurs extremales de z -y sur le cercle 2 +y? — 1 =0

Figure IL.7: La parabole semi-cubique, d’équation y? — 2> = 0

ce qui montre comment A est déterminé par f et F. Pour essayer de déterminer si ¢ est un extremum local
de f|X, on peut appliquer les considérations que 1'on a rappelé dans 1.26 aux dérivées d’ordre deux de foh.
Il faut donc examiner la forme quadratique :

Il s’agit en fait de calculer ces dérivées en termes de dérivées de f et F'. On applique plusieurs fois la formule
de dérivation des fonction composées :

dfoh) of . Oh,
(2-5) oy, ) = S:Z na—zsw(mo)) m
et donc
D?*(foh) " 02f Ohy Ohs " Of 0?h
2- —(z]) = 77"0—'1"6—16 — (o) - . ’1'6
(2-6) Ouj0u; (o) = &Ttaxs( ) 8uj( ) aui( ) +Z; 8:105( ) Ou;0 1( )

De méme, puisque F' o h = 0, on voit que :

82(F o h n 3ht (9hg n 3F 32}19
2— z = —(z") - _ 2 z’ T . © ! —
(2-7) e > axtaxs ) By ) Gy ) +D (@) m () =0

s,t=1 v s=1
et en appliquant A aux deux membres de la derniere égalité de (2-3), compte tenu de (2-1) on voit que :

" Of hy 2 Ohy - Oh
a (7'0) a a ( 0) <S§:1 8£Uta 8’LL] (To) aul (T0)>

s=1

)

et donc si on pose, pour w € R™ :
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(wily1) — p(z:)

A Al’i

a x; Tit1 b

Figure I1.8: Calcul de la longueur du graphe de ¢

on voit que g(v) = Q(dh(s)(v)). On peut donc dire que si la forme quadratique @ restreinte @ T' Xy, :

— est définie positive (i.e. Q(w) > 0 pour tout w € TX,,, w # 0), alors z( est un minimum local de f|X

si elle est définie négative, alors zy est un maximum local de f|X

1l existe wy, wy € TX,, avec Q(w1) > 0, Q(wsz) < 0, alors xg n’est ni un minimum, ni un maximum
local de f|X

— dans les cas restant, on ne peut pas décider de la nature du point stationnaire xy uniquement a l'aide
de Q.
3 Eléments de calcul des variations

On aimerait aborder des problémes du type suivant : parmi les fonctions ¢ : [a,b] — R, de classe C!, qui
vérifie la condition au bord ¢(a) = A, p(b) = B, trouver celles pour lesquelles I'intégrale suivante

b
F(g) = / f(@ (), ¢ (@))da

est minimale, respectivement maximale, ot f : © — R est une fonction continue, et Q > (z, p(z), ¢’ (z)),
Vx € [a,b]. Traditionellement, on appelle F(p) une fonctionnelle et le ¢ cherché une extremale de cette
fonctionnelle.

Exemples 3.1

(1) Soient P = (a, A),Q = (b, B) € R?. Trouver la courbe réalisant la plus courte distance entre P et Q.
On peut supposer que a < b et que la solution est donnée par le graphe d’une fonction ¢ : [a,b] — R,
avec p(a) = A, p(b) = B. La longueur du graphe de ¢ est donnée par l'intégrale :

b
U) = / VIt (@ @)

En effet, sia = 9 < x1... < x, = b est un partage de [a, b], la longueur du segment joignant (z;, p(z;))
A (zir1,0(xi41)), 1 =0,...,n — 1, vaut, d’apres le théoreme de Pythagore :

VAZZ+Ap?  on Az =mip —x , Api = @(xiv1) — e(x)
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Figure I1.9: Calcul de laire de la surface engendrée par rotation du graphe de ¢

et la longueur de la courbe polygonale réunion de ces ségments vaut

ZM*Z 1+(A@’> Az,

ce qui tend vers £(p f V914 ( )2dz lorsque la maille du partage sup {Az; |i=0,...,n— 1}
tend vers 0. On a donc ramené le probleme a la recherche de fonctions ¢ qui minimisent la fonctlonnelle
().

(2) On place un systéme de coordonnées rectangulaires (z,y, z) dans 'espace. Etant donné deux points
P = (a,B) et Q = (b, B) dans le plan (z,y), trouver ¢ : [a,b] — R, ¢(a) = A, ¢(b) = B, de sorte que
laire A(p) de la surface obtenue par rotation du graphe de ¢ autour de ’axe Ox soit minimale. Cette
aire peut s’exprimer ainsi:

b
Alg) =2 [ o)1+ Fads

En effet, rappelons que 'aire latérale d’un tronc de cone est égale a QWL;RZ’)T, ou Ry et Rs sont les

rayons de la base inférieure et supérieure respectivement et r est la largeur du coté. Sia =z < ... <
x; < ...<xy = b est un partage de l'intervalle [a, b], aire de la surface engendrée par rotation de la
ligne polygonale constituée par les segments d’extrémités (x;, f(x;)), (xi41, f(xi41)) est égale a

ﬁ (o) + i) _

L1
2
i=0

2

—1

< 114

2w

(p(z;) + o(xi41)) Ax; 1+<iif)2

ce qui tend vers ’expression voulue lorsque les mailles du partage tendent vers 0.

Supposons que l'on veuille trouver un ¢ : [a,b] — R qui soit une extremale de la fonctionnelle F(p) =
fabf(x, o(x), ¢’ (x))dx, et vérifiant @g(a) = A, po(b) = B. Posons :

E={6:a,b] » R |6 de classe C' et 6(a) = 6(b) = 0}

C’est un espace vectoriel, que I'on peut considérer comme 1’espace des déformations de ¢q : pour voir que
o est une extremale de F, il suffit d’étudier les valeurs de F(pg+t-0), pour 6 € E et ¢t € R proche de 0.
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Proposition 3.2 Soit 6 € E et, pourt € R proche de 0 posons

b
ho(t) = F(go +t-0) = / F(@ po(x) + t - 6(x), () +t - 0 (2))da

Alors

b
d o
hy(0) :/ {a—zu,mm%m» 0(z) + a—ic(x,@o(z),%(x)) ~0’($)}dx

Preuve: On dérive 'expression définissant hg(t) sous le signe intégrale.
g.e.d.

Corollaire 3.3 Si ¢ est une extrémale de F', alors
b
0 0
Y% /a {a—z(mﬁﬁo(z)#ﬂ()(w)) -0(x) + a_ﬁ(ﬂﬂyﬁﬂo(ﬂﬂpé(z)) : 9/(1')} dr=0 VOckE

et si f est de classe C?, alors :

b
0 d (0
/a {6_5(%%(:5)’%(36)) T I (8_£($’%(x)7%(z)))} O(x)dr =0 VOecE

Preuve: Si ¢q est une extremale de F', alors pour tout § € E 0 € R est un extremum pour hy(t), et donc,
d’apres 1.12, h)(0) = 0, ce qui implique 1’équation © par la proposition 3.2.
Si f est de classe C2, on peut intégrer par parties :

b b b
af / , _of , d /0f ,
/a 5, (@@ (@) -0 (x)dx = 5, (Beo(1eh(0) -0(t) —/a %(awm,%(z))) -0(z)dx

a

=0

et la deuxieme égalité en suit.
g.e.d.

Lemme 3.4 Soit g : [a,b] — R continue et supposons que
b
/ g(x)0(z)dr =0 V0eFE

Alors g est identiquement nulle.

Preuve: Si g est identiquement nulle sur ]a, b[ alors g est identiquement nulle sur [a, b]. Donc si la conclusion
du lemme est fausse, il existe zy €]a, b[ avec g(zp) # 0. On peut supposer, quitte & remplacer g par —g, que

g(zg) > 0. Puisque g est continue, il existe 6 > 0 tel que g(z) > %’”’) si | — xo| < 0, et on peut supposer
que [zg — d, 29 + d] C [a,b]. On vérifie facilement que la fonction

flx) = { (z—1)*(x+1)* silz|<1

0 sinon

est de classe C! (voir figure IL.10); posons 0(z) = f(£52). Alors 0 est aussi C*, 6(a) = 0(b) = 0 et 0(z) > 0.
Donc g(x)-6(x) > 0, mais g- 6 est non identiquement nulle, et elle est continue. Alors,d’apres le lemme 1.1.3

b
/ g(x)0(z)dz >0

ce qui contredit I’hypothese.
g.e.d.



3. ELEMENTS DE CALCUL DES VARIATIONS 71

Figure I1.10: Graphe de la fonction "en cloche” (z — 1)?(z + 1)?, prolongée par 0 en dehors de [—1,1]

Remarque 3.5 On peut méme construire des fonctions C*° du méme type que la fonction 6(z) de la preuve
du lemme précédent en posant :

1
o) = { ¢TI s o —aol <0

0 sinon

et on démontre qu’elle est C*° de manieére analogue a 'exemple que 1'on trouve dans [4, chap. II1(7.12)] ol
Pon traite le cas de f(z) = eV s >0, f(z) = 0 sinon.

Théoréme 3.6 Supposons que f soit de classe C?; une condition nécessaire pour que @y soit une extremale
de la fonctionnelle :

b
[t pt@) g @)is
a
est que ’équation différentielle suivante, appelé équation d’FEuler-Lagrange, soit satisfaite :

af d [0f
T a—y(z,wo(m,wg(m)) i (5(@%@),%(@)) =0

et si f ne dépend pas de x, alors I’équation suivante est satisfaite :

)
(1) %(w)a—iwo(zm(m» — f(po(x), po(x)) = Constante

Preuve: (I) suit de 3.3 et 3.4.
Si f ne dépend que de y et z, alors % =0 et donc :

A (O N nOf e d (OFN _OF o Of o (4 (OF\ _OF\ _,
dz \ "9z P05, TP \ 82 ay% 9.70 = Yo\ 4z \ 9z dy

ou les dérivées sont toutes prises au point (x, o(x), @j(x)); d’ou lon tire (IT).
g.e.d.

Exemples 3.7 On reprend les exemples du début de ce paragraphe; nous nous contenterons d’utiliser les
équations d’Euler-Lagrange pour déterminer les solutions possibles, sans montrer qu’il s’agit effectivement
de minima (voir [2] pour une analyse plus compléte de ces problémes.)
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Pour trouver la plus courte distance entre P = (a, A) et Q = (b, B), on doit minimiser la fonctionnelle :

b
o) = / VIt o @rde

Icion a:

af z
fos = o) =viza . Lot

et on déduit de 3.6(II) que si pg est un minimum de £(y), alors :

/ /1+¢/2_
\/1+<p

d’ou 'on tire que
O —1—@f =C\/1+ ¢ = ¢ = Const. = ¢ = const.

et donc g est de la forme ¢g(z) = ax + 5, comme on pouvait s’y attendre.

Pour trouver la fonction dont le graphe engendre par rotation autour de Ox la surface d’aire minimale,
on doit minimiser la fonctionnelle:

b
Alp) = 27r/ p(x)V/1+ ¢ (x)%dx
Le coefficient 27 ne joue pas de role; on prend donc :

af yz
= 1 2 —_— =
fly,2) =yvi+z2 , == T

d’ott 'on tire, en appliquant 3.6(II), I’équation:

oL /
/ 1+012 ©o 1+(P/2—
\% Yo

Il en suit que

/
%o -1
2
(00/C)" =

Or

/ QD/

(arccosh(gpo/C)) = 2—0 =1/C
Ve = C?

ou arccosh(y) est la fonction inverse de cosh(z) = <EF—, d’oti l'on tire que

[ ) wo(z) = Ccosh(a—a)

ou « et C sont des constantes.

Il reste a savoir si pour P et () donnés on peut déterminer les constantes « et C' telles que le graphe
du ¢q correspondant passe par P et (). Or la discussion de ce probléme est assez compliquée, et nous
nous contenterons de I’esquisser. On peut supposer que P = (0, 1) sans perte de généralité; Il se trouve
que si @ est a gauche de la courbe en pointillé dans la figure I1.11, il existe une solution qui passe par
P et Q. Si Q se trouve a droite de la courbe en pointillé, il n’existe pas de solution qui passe par P
et Q. Dans ce cas il y a une solution au probleme, & condition de I’énoncer un peu différemment. Par
rotation autour de I'axe Ow, les points P et @) décrivent deux cercles Cp et Cg; le probleme est de
trouver la surface d’aire minimale ayant les cercles C'p et C'p comme bord. Lorsque @) est au-dela de
la courbe en pointillé, on a comme solution tout simplement les disques dont Cp et C sont les bords.
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Figure I1.12: La sphere, le cylindre et le cone

On ne peut pas donner une formule explicite pour la courbe en pointillé, qui est en fait I’enveloppe de
la sous-famille des courbes de la famille & qui passent par P. (voir [3], page 301.

Physiquement, on peut obtenir ces surfaces en réalisant Cp et Cg en fil de fer et la surface cherchée
par une pellicule d’eau savonneuse. On voit bien que si on part de deux cercles proches, bords d’une
pellicule d’eau savonneuse d’un seul tenant, et qu’on éloigne de plus en plus les deux cercles, la pellicule
finira par se séparer pour former (avec un peu de chance) deux disques, de bord Cp, respectivement

Co.

3.1 Géodésiques sur les surfaces

Nous considérerons des surfaces de R* données par une équation de la forme G(z,y, z) = 0, on  C R? est
ouvert et G : Q — R est de classe au moins C2. Voici 3 exemples concrets de surface, ot 2 = R? :

o la sphere, d’équation 2 + 42 4+22 -1=0
e le cylindre, d’équation 22 + y?> — 1 =0
o le cone, d’équation 22 + 92 — 22 = 0.

Une courbe paramétrique réguliere de l'espace est donnée par une application v : [a,b] — R3, que
nous supposerons de classe C?, vérifiant 7/(t) # 0 Vt € [a,b]. Nous noterons v(t) = (z(t),y(t), z(t)) et
v (t) = (2(¢), y(t), 2(t)) sa dérivée. Nous noterons par G, G, et G les dérivées partielles respectives de G.

Etant donnée une surface Z(G) d’équation G(z,y,z) = 0 et deux points P, Q € Z(G), on se pose le
probleme de trouver la courbe réguliere « : [a,b] — R?® contenue dans la surface Z(G), qui joint P & Q, et
dont la longueur est minimale. Une telle courbe, qu’on appelle géodésique de la surface Z(G), doit satisfaire :
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(1) G(z(t),y(t), 2(t)) = 0 Vt € [a, b]
(2) y(a) =P, v(b) =Q

(3) La fonctionnelle

/0 VERE T IR 1 20°

qui, d’aprés un raisonnement semblable a celui de 'exemple 3.1(1) représente la longueur de ~, doit
étre minimale.

Supposons plus généralement que nous cherchions les extremales d’'une fonctionnelle de la forme

b
(3_1) / f('rayvzaxayvz)dt

ou x,y, z, &, Y, Z représentent les coordonnées d’'une courbe sur la surface Z(G) et de sa dérivée; une solu-
tion sera une courbe (x(t),y(t),z(¢)) qui rend la fonctionnelle ci-dessus extremale, et qui de plus satisfait
G(x(t),y(t),z(t)) = 0. Au voisinage d'un point régulier de Z(G), quitte a échanger les roles de x,y et z,
on peut supposer que G, # 0, et il suit alors du théoreme des fonctions implicites que ’on peut paramétrer
localement Z(G) par une application de la forme (z,y) — (z,y,g(x,y)). On aura :

-2 = —— - __Y
(3 ) 9z G. Gy G.

et si v(t) = (x(t),y(t),2(t)) est une coube sur Z(G), on aura que z(t) = g(x(t),y(t)), et donc 2(t) =
92 ((t),y(t)) - #(t) + gy (x(t), y(t)) - 5 (). Posons :
(3_3) ]’L(J?,y,jl‘,y) = f($7yag($7y)aj;ayvgw(xvy) & +gy(£ay) : y)

Alors le probleme revient & trouver les extremales de la fonctionnelle

b
(3-4) / Wz, y i, §)dt

Ce que nous avons gagné par rapport & (3-1) c’est que les variables x, y, &, ¢ sont libres, alors que dans (3-1)
on avait la contrainte supplémentaire G(z,y, z) = 0.

La fonctionnelle de (3-3) est plus générale que celle du type considéré pour obtenir les équations d’Euler-
Lagrange. Mais le théoreme suivant se démontre de maniere analogue au théoreme 3.6 :

Théoréme 3.8 Si (z(t),y(t)), t € [a,b], est une extremale de (3-4), alors elle satisfait les équations
différentielles suivantes :

{ ha(2(8).(D),8(8).5() — % (ha(@®)w(®).e@),5(0)) = 0
By (@(®)w(1).6(8),5(0)) — % (hy(a()y®).a0).5() = 0

Ces équations s’appellent encore équations d’Euler-Lagrange.

Dans notre cas, compte tenu de (3-3), elles donnent :

d . Lo d d
hx_%hdc—fz+fz‘gz"’_fz"(gzm'x"_gzy'y)_%(fi’)_ %(fzgx) =0
[

=f:(go,0 T+ o,y 9) T 2= (f2)

d’otlt :
d d
(3-5) fz_%(fz)‘f'gx(fz_%(fz)) =0
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et, en échangeant x et y :
(3-6) fo= L) e (1 - i) =0
" v g T\ g ) =

Définissons la fonction A(t) par Péquation :

d
(37) S(f) = f. =G
on tire alors de (3-5) et (3-6), compte tenu de (3-2) :
d d Ga d B
%fz —fz= gz(fz - %(fz)) = _G_Z(fz - %(fz)) =A-Gg
d
Efz) —fy=A-Gy

donc finalement on obtient les 3 équations :
(3-8) 4 fo—f, =X Gy
%fi - fz =\ Gz
qui seront valables en tous les points réguliers de Z(G). Dans le cas particulier ou f(x,y,z,%,9,2) =
f(&,9,2) = /&% + §? + 22, on obtient le systéme d’équations suivant, que devront satisfaire les géodésiques :

%(*)/\GT

(3-9) 4 <¢$) _aeqG,

d 4 .
E( /52 g2+ 22 =A GZ

Pour le résoudre, il est plus commode de supposer que (z(t),y(t), z(t)) est une paramétrisation par la
longueur d’arc, que nous allons maintenant rappeler.
Si v : [a,b] — R? une courbe réguliere, posons

s(t) = / I/ () dr

ou || || est la norme euclidienne; s(t) représente la longueur du morceau de courbe y([a, t]), pour a <t < b, et
prend ses valeurs dans I'intervalle [0, L], ot L = s(b) est la longueur de la courbe. Puisque s'(t) = ||7/(¢)|| # 0,
s est monotone croissante, en fait une bijection entre [a,b] et [0, L]. On peut donc reparamétrer la courbe
en posant J(s(t)) = v(t), ce qui définit une nouvelle paramétrisation 7 : [0, L] — R? de la méme courbe; on
dit que 7 est une paramétrisation par la longueur d’arc. On a :

V() ="(s(t)) - s'(t) =~'(@) = [T (s@)Il - IS’ O = I Ol = 7 (s)]] =1
=l (@l

On note maintenant par v(t) = (z(t),y(t), 2(¢)) : [a,b] — R? une courbe paramétrée par la longueur
d’arc; puisque [|[7/(t)|| = /42 + 9% + 22 = 1, le systeme d’équations (3-9) devient :

= \-G,
(3-10) { Jj=A-Gy
z=XNG,
ou encore, sous forme vectorielle :
(3-11) ¥y=A-dG

Autrement dit, 'accélération 4 de la courbe géodésique, paramétrée par la longueur d’arc, doit étre perpen-
diculaire au plan tangent a la surface (cf. 2.4(2)).
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Exemples 3.9

(1) Prenons le plan G(x,y,z) = z = 0. Alors v(t) = (x(t),y(t),0) et 'équation (3-11) donne :
(Z,4,0) = X(0,0,1) = A=0=&=¢=0
ce qui montre que les géodésiques sont des droites.

(2) Pour la sphere G(z,y,2) = 22 +y? + 22 —1 = 0, on a que dG = 2(x,y, 2), et de (3-10) on tire alors
que 4 = 2\ .. Soit N(t) = v(t) x 4(¢t), o x dénote le produit vectoriel, le vecteur perpendiculaire au
plan engendré par y(t) et 4(¢). Alors :

N=4X44+yx5=2 2y x~y=0
N——
=0

et il en suit que N est constant; donc la géodésique se trouve dans le plan perpendiculaire au vecteur
constant N et c’est donc une portion de grand cercle de la sphere.

4 Théoremes de 'application inverse et du rang

Ces deux théoremes sont des conséquences du théoreme des fonctions implicites. Le théoreme de 'application
inverse permet de construire des changements de coordonnées locaux; le théoreme du rang permet d’écrire
une application ayant une dérivée de rang maximum en un point comme une application linéaire, apres
changement de coordonnées local.

Théoréme 4.1 (Théoréme de ’application inverse) Soit f : U — R", U C R" ouwvert, de classe C!,
et supposons qu’en un point xo € U la dérivée df,, € LIR™,R™) soit inversible; posons yo = f(xg). Il existe
un owvert V.C U CR", V 3 xq, r > 0 et une application g : B(yo,7) — V de classe C! telle que

fog=Ipwern . goflv=Iv
ot I_ dénote Uapplication identité. De plus, dg,, = ;Dl.
On dira que g est un inverse local de f au voisinage de xg.

Preuve: Posons
Flz,y)=y—f(z) yeR", zelU

Alors F(xg,y0) = 0 et chercher l'inverse local de f revient a résoudre explicitement x par rapport & y dans
Péquation F'(x,y) = 0. Puisque %(zg,yo) = —df,, est inversible, on peut appliquer le théoreme des fonctions
implicites 2.2, avec la remarque 2.3(1) (notez que les roles de x et y sont inversés) :

dr, R > 0et g: B(yo,r) — B(xo, R) tels que pour (x,y) € B(xg, R)xB(yo,7) ona: y= f(z) &z =g(y).

et d’apres 2.9 g est C!. Posons V = f~1 (B(yo,r)) N B(xg, R). Montrons que f|y et g sont inverse I'une de
I’autre:

e siy € B(yo,r), g(y) = x € B(xg, R), et donc F(z,y) = f(x) —y =0 =y = f(x); cela entraine aussi
que g(y) € V.

esizeV,ze B(xg,R) et y= f(z) € B(yo,r), donc g(y) = x.

Enfin, en dérivant les 2 membres de I’équation f(g(y)) =y, pour y € B(yo, ), on obtient 'expression de

dgy,-
q.e.d.

Définition 4.2 Soit h: U — V, U,V C R" des ouverts. On dit que h est un difféomorphisme si h est C*,
bijective, et d’inverse aussi C'. On dit que h est un difféomorphisme local au voisinage de x¢ € U s'il existe
des ouverts U', V', g € U' C U, h(xg) € V' C V, tel que h|U’ soit un difféomorphisme entre U’ et V.
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e

Figure I1.13: Le théoreme de 'application inverse

On peut donc résumer ’énoncé du théoreme de I'application inverse en disant que si la dérivée de f en un
point zq est inversible, alors f est un difféomorphisme local au voisinage de xy.

Exemple 4.3
(1) Coordonnées polaires. 11 s’agit de I'application f(p,0) = (pcos(f), psin(9)), p, 6 € R% p>0. On a :

Py = (Gutg) ) ) e ae(r.0) = o

donc f est un difféomorphisme local au voisinage de tout point (p, ) avec p > 0. Si on pose
U={(p,0)|p>0, —mr<O<na} , V=R*\{(2,0)]|z<0}
alors f est un difféomorphisme entre U et V. Son inverse peut s’écrire ainsi :
fHa,y) = [ V22 +y?, arcsin N
Va?+y?

ou l'on prend arccsin comme étant l'inverse de sin(6) restreint a Uintervalle | — m, w[. Cette application
a la vertu de transformer des cercles centrés a l'origine en des segments de droite, et les disque centrés
a lorigine en des rectangles.

(2) L’application f(x1,22) = (21,21 - £2) a pour dérivée

1 0

T2 I

f(z1,22) = < > et dét(f'(z1,22)) = 1

c’est donc un difféomorphisme local au voisinage de tout point (x1,xs), avec x; # 0. Si on pose
U={(z1,22) |0<a; <1,i=1,2} et V={(x1,22) | 0 <21 < 1,0 <29 <11}

on vérifie que f est un difféomorphisme entre U et V. Cette application a donc la vertu de transformer
le carré U en le triangle V.

Théoréme 4.4 (Théoréme du rang) Soient U C R™ un ouvert, f : U — RP de classe C' et 2y € U.
Supposons que dfy, : R — RP soit une application linéaire de rang mazimum, c’est a dire de rang n si
n <p, derang p sin > p. Alors:
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(1) Sin <p, il existe un owvert U' C U, U’ 3 xy et un difféomorphisme H : V' — V V et V' ouverts de
RP, tels que f(U') CV et
H ' (f(z1,...,20) = (21, ..., 20,0,...,0) Y(x1,...,2,) €U’
~——

p—n

(2) Sin > p, il existe un ouvert U' 3 xg de R™, U' C U, et un difféomorphisme h : U — U", U" ouvert
de R™, tel que

fh (. 2n) = (21,0 2p) Y(21,...,3,) €U

Preuve: (1) Quitte a renuméroter les coordonnées au but, on peut supposer que dét(gﬁ: L (IU)) # 0.
g ij=1,...n

Posons
H(x1, . o, Tpgts - &p) = f@1, 0, 20) +(0,...,0, Zpg, - .o, 2p)
——
Alors
0 -+ -+ 0
ofi
(3@7‘ (ID))ij:1 D
R ) e 0
dH(y, 0) = Lo -0
0 1 T N
* .
0 0 1

est inversible et H(x0,0) = f(xo), donc par 4.1 H restreint & un ouvert V’ 3 (¢, 0) est un difféomorphisme
sur un ouvert V' 3 f(zo).
Or

H(zy,...,20,0,...,0) = f(z1,...,2,) = H '(f(x1,...,20)) = (21,...,2n,0...,0)

(2) Si n > p, on peut supposer que dét(g)g{j (mo)) # 0, quitte a renuméroter les coordonnées a la
7 ij=1,....p
source. Si l'on pose
h(zy,...,z,) = (f(;vl,...,xn),xp+1,...,xn)
alors:
gj:j (z0)
0 01 0 0
dhgy = 0 1
: oo 0
0O --- 00 0 1
———
n

est inversible, donc d’apres 2.1 h est un difféomorphisme d’un ouvert U’ > xg sur un ouvert U” de R". Or

(1, yzn) = h(h (@1, o20) = (LB (@, @0))s oo Fo(R (@1, o m0)) % ey %)
= f(h (21, . 20)) = (21, .., 2p)
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Figure I1.14: Le théoréeme du rang lorsque n =1,p=2et n=2,p=1

4.1 Sous-variétés de R"

Définition 4.5 On dit que X C R" est une sous-variété de dimension k si Vzo € X, 3U;, C R" ouvert et
=, far): Usy — R*F différentiable telle que:

(1) XNUy = fH0)={z €U, | filx)=0,i=1,...,n—k}
(2) Vo € Uy, la dérivée df, : R* — R"F est surjective.
On appelle n — k la codimension de X. L’application f est appelée équation locale de X au voisinage de xzq

En d’autres termes, une sous-variété est un sous-ensemble de R™ qui admet en tout point un systeme
d’équations qui satisfait les hypotheses du théoréme 2.2 (théoreme des fonctions implicites — voir remarque
2.3(2).

On parle de courbes lisses ou de surfaces lisses dans le cas de sous-variétés de dimension 1, respectivement
2.

Plus généralement, on dira que X C R" est une sous-variété de dimension k£ au voisinage d’un point
xo € X ¢’il existe un ouvert U C R", U > zg, tel que U N X est une sous-variété de R™.

Remarques 4.6

(1) Souvent une seule application f : U — RF suffit & décrire une sous-variété. C’est le cas pour tous les
exemples ci-dessous, sauf le 3eme.

(2) X est "localement fermée” dans R™: U,, N X est fermé dans U,, car f~1(0) est un fermé.

(3) Dans la condition (2) de la définition de sous-variété il suffirait de supposer que dfy, est surjective, car
alors df, sera surjective pour x dans un ouvert Ug’co de z¢, que I'on peut substituer a Ug,.

Exemples 4.7

(1) Le cercle S* = {(z,y) € R? | 2% + y* — 1 = 0} est une sous-variété de dimension et codimension 1 de
R?. En effet, on peut prendre un méme ouvert valable pour tout zg € S*: U = U,, = R?\ {0}.
Puisque df(,,,) = (27,2y) # 0 si (x,y) € U, les conditions (1) et (2) de la définition de sous-variété
sont satisfaites.

Plus généralement, la n — l1-sphere S~ ! est la sous-variété de R™ de dimension n — 1 et codimension

1, définie par:
fo —1= 0}
i=1

et son équation f(z1,...,x,) = > i, 27 —1 est de rang maximum, car son gradient vaut 2(x1, ..., z,),
qui est non nul sur R™ \ {0}.

gl = {x: (1,...,2,) ER"
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Figure I1.15: Le tore

Le tore est la figure de ’espace obtenue en faisant tourner autour de ’axe Oz un cercle de rayon r
placé dans le plan yz, centré en (0, R,0), avec r < R. Il a pour équation:

2
(x2—|—y2 124 R2 —7“2) AR (22 4+ 2) =0
et on vérifie que la dérivée de cette équation est non nulle sur les points du tore.

Soit M(3,3,R) ~ RY I'ensemble des 3 x 3 matrices & coefficients réels et ' € M(3,3,R) le sous-
ensemble des matrices de rang 1. Si A € M(3,3,R), désignons par A oul<iy <ig<3et
1 <71 < j2 <3, le 2 x 2 mineur correspondant a ces suites :

i1,42),(j1,J2)"

(@i ai -
A(il,iQ),(jl,jz) = dét (al,l J,l al,l ],2 ) = Qiy g1 Fig,jo — Qiy o Qig gy
12,71 12,72
On a:
St={A€ M@3,3,R) | AGi, in).(jrja) =0, 1 <1 <i2 <3, 1< j1 < jo <3}

ce qui nous donne une description de ! & I'aide de 9 équations. Si A = (a?j)i,jzl__,73 € b T'un de
ses coefficients sera non nul; supposons que ce soit ay 1 et posons Ugo = {A | a1,1 # 0}; ¢’est un ouvert
contenant A et

S' U0 = {A| Aqiy), 1) =0, i2, 2 = 2,3}

car ’annulation de ces 4 mineurs entraine que la 2-eme et 3-eéme colonne sont multiples de la premiere,
et donc A est de rang 1.

La dérivée de A(1 4,),(1,j,) = 01,10iy,j, — 1,5,0iy,1 PAr Tapport a a;, j, vaut a1 # 0 et donc la dérivée

de I'application (A(1»i2)1(1»j2))i2,j2:273 : Ugo — R? est de la forme :
0,171 0 0 0
0 ai,1 0 0 «
0 0 a1 0
0 0 0 1.1

ol les 4 premieres colonnes correspondent aux dérivées par rapport aux variables ag 2, a2 3, as 2, as 3.
Puisque a;1 est non nul, on voit que cette dérivée est surjective. Les A(1,) (1,5,)s t2,J2 = 2,3 for-
ment donc un systéme d’équation locales de X' au voisinage de A°. Donc X! est une sous-variété de
M (n,n,R) de codimension 4, de dimension 5. Au départ, on a décrit X! avec 9 équations, mais on a
vu que localement 4 équations suffisent; on peut montrer qu’il n’est pas possible de décrire 3! & 1'aide
de 4 équations globales (i.e. définies sur un ouvert de M (3,3, R) contenant 31) avec dérivée surjective
en tout point).
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(4)

Le sous-ensemble X de R? constitué par la réunion des 2 axes de coordonnées admet comme équation:
X={(z,y) eR®|z-y=0}

Le gradient de x - y est (y,x), et il s’annule en (0,0). Cela ne prouve pas encore que X n’est pas une
sous-variété. Maissi f : U — R, U ouvert contenant (0,0), s’annule sur UNX, f|OxzNU = f|OyNU =0
et donc %(0,0) = g—i(o,o) = 0. Il n’est donc pas possible de décrire X au voisinage de (0,0) par une
équation dont la dérivée est surjective (c’est-a-dire non nulle dans ce cas). Ce sous-ensemble de R?

n’est donc pas une sous-variété au voisinage de (0, 0).

Considérons la courbe
X = {(z.y) € B? |42 —a® = 0}

appelée parabole semi-cubique.

La dérivée de y? — 23 est nulle en (0, 0), mais (comme dans I'exemple (4) ci-dessus) cela ne suffit pas &
montrer que X n’est pas une sous-variété, méme si intuitivement on voit tres bien que X ne ressemble
pas & une sous-variété en (0,0). Il faut encore se convaincre que pour toute fonction f : U — R
s’annulant sur U N X, U ouvert contenant (0,0), on a que dfy = 0. Or X admet une paramétrisation
(globale):
X ={(*t) eR*|teR}

et donc f(t?,t3) = 0 pour tout ¢ assez petit. On en déduit en dérivant que %(ﬁ,t“”) 2t+ %(tz,ti") 3t2 =0,
d’ou en divisant par t: %(t{ﬁ) 224 g—i(f?,f?) -3t = 0, et en évaluant en t = 0 on trouve que %(0,0) =0.
D’autre part, 0 = f(t2,t3)— f(t%, —t3) = %(t2,7t3+0(t)2t3) 2t3 avec 0 < O(t) < 1, d’ott %(tzﬁ(t) 2t%) = 0,
et en faisant tendre ¢ vers 0 on en tire que g—i(o,o) =0.

Soient R,r > 0 et considérons les équations fi(x,y,2) = 22 +y?>—R%? = 0, fo(x,y,2) = 22 +22—r% = 0,

et posons f = (f1, f2). Alors :
_(2x 2y O
df = <2x 0 2z>

et les 2 x 2-mineurs de df sont 4xy, 4xz et 4yz. Pour qu’ils soient tous les trois nuls, il faut que
x =y =0, oubien z =z =0, ou bien y = z = 0. Si de plus fi(x,y,2) = fa(z,y,2) = 0, alors la seule
possibilité est que y = z = 0, ce qui implique que 22 = r? et £ = R?. Donc f définit une sous-variété,
a condition que r # R; ¢’est une courbe lisse, intersection des 2 cylindres f; = 0 et fo = 0.

Proposition 4.8 Soit X C R™. On a équivalence entre les conditions suivantes:

(1) Vao € X, 3 un ouwvert Uy, > o de R™ et f: Uy, — R** telle que X NU,, = f~1(0) et df, est

surjective, Vo € Uy,
(i.e. X est une sous-variété de dimension k de R™ — on appelle f une équation locale réguliére de X,
ou des équations locales réguliéres si l’on se référe aux composantes de f).

(2) Yxo € X, 3 un owvert V.C R¥, un owvert U,, > zo et h: V — U,, telle que

o h:V S U, NX est une bijection.

o dhy : RF — R™ est injective Vt € V
(on dira que h est une paramétrisation locale réguliére de X ).

(3) Vaog € X, 3 un ouvert Uy, > g et un difféomorphisme H : Uy, — Q sur Uouvert Q de R™ tel que

H(XNU,)=9nRF x {0}

(H est un "aplatissement local” de X )

(voir figure 11.16.)
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Rn

Figure I1.16: Diverses fagons de donner une description locale d’une sous-variété

En résumé, cette proposition nous donne 3 manieres équivalentes de décrire localement une sous-variété X
de dimension k£ de R™ : par des équations locale régulieres, par une paramétrisation locale réguliere, ou par
un difféomorphisme qui identifie le couple (ouvert de X, R™) avec le couple (ouvert de R¥, R™); régulier
signifie que la dérivée est de rang maximum.
Preuve: (1)= (2): par le théoréme des fonctions implicites 2.2.

(2)=(3): par le théoreme du rang 4.4. Celui-ci nous fournit en effet un difféomorphisme local H tel que
H-1 oh(xy,...,xg) = (1,...,2%,0,...,0); il suffit de poser H = H-L.

(3)=(1): on pose fi(z) = Hyyi(z),i=1,...,n— k.

q.e.d.

5 Singularités d’applications, contours apparents, enveloppes

Définition 5.1 (Points singuliers d’une application) Soit U C R™ un ouvert et f : U — R"™ une
application de classe C*°. L’ensemble des points singuliers de f est défini par :

dét (8"% @)) =0y
Ox; ij=1,...n

les points de f(X(f)) C R sont applelés valeurs singulieres de f.

X(f) ={x € R" | df, est de rang < n} = {xeR”

Par exemple, considérons I'application f : R? — R2, f(z,y) = (2%,9). On a :

df<m,y>=<2§ ?) . SN =A{0,y) |yeR} , (=) ={0y) |yeR}

Cette application est appelée "le pli”.
Considérons maintenant I’application f(z,y) = (z,y* — ry). On a :

Af(2y) = (_1y 3y20_ x) ,S(f) = {(z,y) e R* | 3y> —z =0}, f(2(f)) = {(3y*,—2°) e R* | y e R} .

Cette application est appelée "la fronce” (voir figure I1.17). Ces deux applications jouent le role de prototype
local pour toute application stable de R? dans R?, comme nous le verrons plus loin.
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Figure I1.18: Contour apparent de la projection sur le plan 2+ 0.4z = 0 du tore, représenté comme enveloppe
de spheéres de rayon r centrées sur un cercle de rayon R.

On voit sur ces 2 exemples comment le lieu singulier et son image aident a comprendre l'allure d’une
application. En particulier, le nombre de points dans 'image inverse d’un point y € R? est déterminé par la
position de y par rapport a f(3(f)).

Soit S C R? une surface, # C R3 un 2-plan et p : S — 7 la restriction & S de la projection orthogonale de
R? sur 7. On peut définir les points singuliers de p de maniere analogue au cas d'une application U — R2,
U C R? un ouvert.

Définition 5.2 (Points singuliers, contour apparent) Soit S C R? une surface lisse, 7o € Set h: D —
S une paramétrisation locale réguliere de S en xg, h(up) = 9. On dit que zy est un point singulier de la
projection orthogonale p : S — 7 sur le plan 7 C R3 si ug est un point singulier de poh, c’est-a-dire si le rang
de la dérivée d(p o h),, est plus petit ou égal & 1. On vérifie que cela ne dépend pas de la paramétrisation
locale réguliere choisie.

Puisque I'image de la dérivée de h en ug est I'espace tangent & S au point xg, dire que z( est singulier
c’est dire que T'S,,, est orthogonal a 7.
On note par 3(p) 'ensemble des points singuliers de p et on appelle p(X(p)) le contour apparent de p.
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Lune
décroissante

Figure I1.19: Contour apparent et projection d’une courbe tracée sur une surface. Le dessin de la lune a
gauche est erroné, celui de droite est correct.

Lorsqu’on dessine la projection d’une surface sur un plan 7, p(X(p)) contient la frontiere de 'image de
la projection, d’ott le nom ”contour apparent”.

Lorsque la surface S est donnée par une équation f(x,y,z) = 0, les points singuliers de la projection de
S sur le plan OXY sont décrits par les équations :

of
f(-T, Y, Z) =0 ) a(.’l:,y,z) =0
Si on arrive a éliminer z de ce systeme d’équations, on a I’équation du contour apparent de la projection de
S sur le plan OXY. Dans le cas de la figure I1.18, le contour apparent est une courbe de degré 12, donc
difficilement traitable.
La proposition suivante donne quelques informations utiles sur l'allure du contour apparent. D’apres le
théoreme qu’on énoncera par la suite, les hypotheses en sont presque toujours satisfaites.

Proposition 5.3 Soit S C R? une surface lisse, P = (x,y0,20) € S, f : U — R une équation locale de S,
U > P et soit p: R® — R? la projection p(z,y, z) = (x,y). Supposons que

af 82 f

=) =0 — 0
55 *) 5.2 P 7
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Alors (zg,y0) est un point régulier du contour apparent p(X(p) NU) de p. De plus, si a : I — S est une
courbe tracée sur la surface S, avec a(ty) = P, la projection p(a(t)) = (a1(t), az(t)) est tangente au contour
apparent en (zo,yo) et p(a(t)) est située d’un méme coté du contour apparent, pour t proche de ty (voir
figure 11.19 ).

Preuve: Puisque %(P) # 0, on peut résoudre explicitement par rapport a z au voisinage de P dans
I’équation %(P) =0: soit z = g(x,y), g(xo,yo) = 2o la solution explicite. Alors, pour un ouvert U assez
petit contenant P, p(X(p) N U) a pour équation f(z,y,g(x,y)) = 0 au voisinage de (g, yo); cette équation
est réguliere au point (xo,yo) car :

0f(z,y,g(x, of of 9
iﬂwﬁ@®=£m+imﬁmw

ox 0z Ox
——
=0
of(x,y, g(x, 0 0 0
W(m = a—f<P) - a—‘i(P) a—g(mo,yw
Y Y A ,0Y
=0

et dfp = (%(P) , g—i(P) ,0) est non nul, puisque P est régulier sur S. Aussi, puisque f(a(t), aa(t), as(t)) =0,
on a que :

of (x,y,9(x,y))
ox

of (x,y,9(x,y))
dy

d )
(P) - as(t) = 8—£<P> Soh () + 8—£<P> “ay(t) =0

(P) - () +
ce qui montre bien que la projection (av(t), as(t)) de la courbe « sur le plan (x,y) est tangente au controur
apparent de S en (xg,yo)-

Posons ¢(t) = f(a1(t), as(t), glai(t), as(t))); il s’agit de montrer que ¢(t) ne change pas de signe pour ¢
proche de ty. Remarquons que puisque « est tracée sur S, on a que f(aq(t), as(t), as(t)) = 0. En appliquant
la formule de Taylor par rapport a la variable z, on a :

82

1
(ww.2) (2 —2) + = vy2) (2 = 2)2 + 1y

7]
F,,) = f(,2) + 5 oL

0z

et en prenant (x,y,2’) = (a1 (t), as(t), as(t)), z = g(ai(t), az(t)) et en posant
P(t) = (a1 (1), az(t), g(ai(t), aa(t))), on obtient :

2 2
flaa(t), as(t), as(t)) = o(t) + %(P(t)) (o) + %(m)) (as(t) — gl (t), a2(t))) +r2
=0 —\’—:O

et il s’en suit que p(t) & le méme signe que —%(P(to) pour t proche de tq
q.e.d.

Cette proposition montre que 'image de la lune décroissante de la figure I1.19 est erronée. En effet,
la limite de la zone d’ombre est la projection d’une courbe (pratiquement, un grand cercle) tracée sur la
lune, donc elle devrait étre tangente au contour apparent de la lune. Notons que si o) (tg) = ab(to) = 0, le
vecteur tangent a p(«(t)) en ty est nul, donc évidemment tangent & p(3(p)). Néanmoins, visuellement on a
Pimpression que que p(«(t)) s’approche du contour apparent par une direction qui ne lui est pas tangente,
avant de rebrousser chemin (voir figure I1.19).

Voici un théoreme fondamental qui donne une information qualitative sur ’allure possible du contour
apparent. C’est un cas particulier d’un résultat de Hassler Whitney[11], qui remonte & 1955, dont la preuve
est assez élaborée.

Théoréme 5.4 Pour presque tous les plans © C R3, le contour apparent de la projection orthogonale de la
surface lisse S C R est une courbe ayant comme seules singularités possibles des points doubles ordinaires
et des cusps ordinaires. De plus, ces singularités subsistent si la projection subit de petites perturbations. m
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Figure 11.20: Contour apparent de la projection d’une surface sur un plan

Figure 11.21: Application stables d'une courbe dans le plan : apres déformation, les singularités non stables
cedent la place a des singularités stables (en pontillé)

L’expression ”pour presque tous les plans” signifie que 'affirmation du théoreme est vraie quitte & remplacer
le plan 7 par un plan 7’ proche de 7. Le fait que les singularités subsistent malgré des petites perturbations
de la projection s’exprime en disant qu’elles apparaissent de maniere stable.

Remarque 5.5 En fait Whitney a montré plus précisément que localement, dans des coordonnées locales
convenables, la projection se met sous la forme (z,y) — (22,y) (le pli), ou bien (x,y) — (z,y> — zy) (la
fronce).

On a un résultat analogue pour les projections orthogonales d’une courbe lisse X C R? sur un plan 7 :
pour presque tous les plans, 'image de X sera une courbe plane ayant au pire des points doubles ordinaires
comme singularités. On peut expérimenter cette affirmation en regardant un fil de fer dans 'espace, ce qui
revient a le projeter sur notre plan de vision : si des points triples ou des points cuspidaux apparaissent, une
petite perturbation du fil de fer les remplace par des points doubles ordinaires ou les fait disparaitre (figure
11.21).
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Figure 11.22: Enveloppe de la famille de cercles centrés sur un cercle donné, passant par un point fixé du

cercle donné

5.1 Enveloppes

Soit S C R? une surface lisse. On va la regarder comme famille de courbes planes : notons par (z,y, A) un
point de R?; alors, pour tout A € R fixé, ’ensemble :

Xy ={(z,y) eR® (z,y,\) € S}

est l'intersection du plan z = X\ avec S, et il a toutes les chances d’étre une courbe plane. On appelle
enveloppe E de cette famille de courbes le contour apparent de la projection de S sur le plan (z,y). Si S est
décrite par une équation réguliere F'(z,y,A) =0, on a :

oF
(r,y) e F <= 3JAtq Flz,y,\)=0 |, a@,y,x):o

Proposition 5.6 Soit F(z,y,\) = 0 une famille de courbes. Soit Py = (x¢,y0, \o) € R® et supposons que :

OF OF OF 0*F

F(Py)=0 , E(Po) =0 , (8—1(130)’8_3/(130)) #(0,0) W(PO) #0
alors (xg,yo) est un point régulier de Xy, et aussi de l'enveloppe E de la famille. Les tangentes de ces deux
courbes au point (xo,yo) coincident et les points de Xy, dans un voisinage de (zg,yo) sont d’un méme coté

de E.
Preuve: Puisque (g_i(Pg), g—i(Po)) # (0,0), (x0,yo) est un point régulier de X,. Il suffit ensuite d’appliquer

la proposition 5.3
q.e.d.

L’affirmation de cette proposition peut se vérifier sur les figures I1.22 et I1.23.

La proposition 5.6 justifie la définition intuitive de I'enveloppe d’une famille de courbes, qui dit que
I'enveloppe est “la courbe tangente a chaque courbe de la famille”. Ainsi exprimée, cette notion peut se
généraliser aux familles de surfaces; un exemple d’enveloppe d’'une famille de surfaces est représenté sur la

figure I1.18.
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AN

Figure I1.23: Enveloppe de la famille des droites
coupées par les axes OX et OY selon un segment de longueur 1

Exemples 5.7

(1) Soit f(x,y,A\) = (. —A)? +y? — 1 = 0 la famille des cercles de rayon 1 centrés en (A,0). Le systéme
d’équations :
flay,A)=(x—A)?+y*—1=0
L () =-2x-N)=0
ax\TY

a pour solutions x = A, y = +1. On trouve donc les deux droites horizontales a hauteur +1.

(2) Considérons la famille des droites qui sont coupées par les axes OX et OY selon un intervalle de
longueur 1; en prenant comme parametre I'angle fait par la droite et le coté négatif de OX cette

famille s’écrit :
xz Yy

cos(a)  sin(«)

fla,y,0) =
ou encore, en se débarassant des dénominateurs :
g(x,y, o) = wsin(a) + y cos(a) — sin(a) cos(a) =0
Du systeme d’équations :

g(x,y,a) = wsin(a) + y cos(a) — sin(a) cos(ar) = 0
g—g(a:,y,a) =z cos(a) — ycos(a) — cos(a)? + sin(a)? = 0

3

on tire que & = cos(a)?, y = sin(a)?, d’ott I'équation de Penveloppe : z%/3 + 42/3 = 1 (voir figures

11.23, 11.24 et I1.25)
Regardons maintenant le cas d’une famille de courbes paramétriques planes :

P:IxA—R?> | I,ACR des intervalles.
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Figure 11.24: La surface S associée a la famille de droites précédente, vue de coté

Figure I1.25: La méme surface d’avant vue d’en haut
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Figure I1.26: Une caustique dans la nature

Pour tout A € A fixé, t — P®,(t) = ®(¢,\) est une courbe paramétrique du plan. On se rameéne au cas
précédent en prenant pour S la surface paramétrique (¢, A) — (®(¢,A), A). L’intersection de S avec le plan
z = X est bien la courbe ®,. Le contour apparent de la projection de S sur les 2 premieres coordonnées
coincide avec le lieu singulier de @, c’est-a-dire ®(%(P)).

Exemple 5.8 Soit o : I — R? une courbe paramétrique réguliere, que l'on suppose paramétrée par la
longueur d’arc. On appelle droite normale & la courbe en un point «(A) la droite passant par a(\) perpen-
diculaire a la tangente & la courbe en «(\); elle aura pour représentation paramétrique :

t— ®(t,\) =a() +tr(A) = (ar(N) — tah(N), az(N) + tai (V)

ou v = (—ah(N), ) (N)). La matrice jacobienne de ® s’écrit :
APy, 5 — <0/1(/\) +i(—ag(A) ay(A) + tOé'fO\))
3 —ah() o4

et donc
(®) = {(t, A) | dét(dD 5)) = t(—afasy + afab) + o) () + ah(A)? = 0}

d’ott l'on tire que (£, A) € X(P) équivaut a t = m, et donc ¢(t, \) est le centre du cercle osculateur
a « au point a(A). L’enveloppe de droites normales est donc le lieu des centre des cerles osculateurs.

On déduit du théoreme de Whitney qu’en général les enveloppes de familles de courbes ont pour sin-
gularités uniquement des cusps ordinaires et des points doubles ordinaires, qui subsistent apres une petite
déformation. Cette stabilité explique pourquoi on peut observer dans la nature des courbes présentant des
cusps, comme par exemple la caustique constituée par ’enveloppe des rayons de soleil réfléchis dans une tasse
de café, alors qu’en général une ficelle posée sur un plan présentera au pire des points doubles a tangentes
distinctes. Cela explique aussi pourquoi, en général, le lieu des centres des cercles osculateurs d’une courbe
présente des points cuspidaux, qui sont en fait les centres de cercles hyperosculateurs (voir figure I1.27).

6 Exercices
A Dérivées

On désigne par L(R™RP) ’espace des applications linéaires de R™ dans RP.
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Figure I1.27: Lieu des centres des cercles osculateurs a une parabole

1 Soient A € L(R™,R™) et B € L(R™,RP). Montrer que
B oAl <|B]-[Al

ou B o A dénote la composition.
2 Soit ¢(t) = (t2,+3). Montrer qu’il n’existe pas de £ € [0,1] tel que ¢(1) — #(0) = ¢'(€).

3 Calculer la dérivée de I’application
LR™ R") x L(R",RP) — L(R™,RP) | (A,B)+— BoA
sans utiliser I'expression de A et B en termes de matrices. En déduire la dérivée des applications :

LR"R") — LIR",R") , A AocA et Ar— AoAocA

4 Calculer la dérivée de f et dessiner les ensembles 3(f) = {(z,y) € R? | rang(df,) < 1} et f(3(f)) dans
le cas suivants :

a) f(z,y) = (2*,9%) b) flz,y) = (2® + %, 2% + )
¢) f(z,y) = (z,y° — zy) d) f(z,y) = (z* — y°, 2zy)

5 Soit M(n) I'espace des n x n-matrices a coefficients réels. Si A € M(n), on note par A’ sa transposée.
L’espace des n x n-matrices symétriques a coefficients réels sera désigné par Sym(n) :

Sym(n)={AeM(n)| A= A"}

Considérons 'application :
©:M(n) — Sym(n) , A~ A-A

et désignons par I,, € M(n) la matrice de I'identité. Calculez la dérivée de ¢.
Montrez que si ¢(A) =1, (i.e. A est orthogonale), alors dy 4 est surjective.
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B Théoreme des fonctions implicites

6 Trouver en quels points on ne peut pas resoudre explicitement les équations suivantes, et esquisser les
lieux décrits par ces équations (ici les variables jouent des roles équivalents) :

2 2 2
2 2 2 . :C+y +Z*1:0 . 2 2 _ _
Yo+ (x Dz =0 ; {(x_1/2)2+y2_1/4:0 Y a(r—1) =

7 Trouver pour quelles valeurs de a et r les zéros de 'application suivantes sont tous réguliers :

F:R*—-R? | F(r,y,2)=@"+y+22—1L,2°+ (y—b)? +2> —r?)

8 Esquisser la courbe d’équation f(z,y) = 2®+y>—2y = 0 (folium de Descartes) en étudiant les intersections
avec les droites d’équation z 4+ y = ¢, et en faisant varier c.

9 On dit que le point (z9,%) de la courbe d’équation y — g(x) = 0, olt g est de classe C2, est un point
d’inflexion si ¢’ (zo) = 0.

Plus généralement, soit (xg,yo) un point régulier de la courbe d’équation f(x,y) = 0, ou f est de classe
C?; soit g :]zo — 10, xo + 10] —]yo — Ro,vo + Ro| telle que f(z,g(x)) = 0, au cas ou g—g(zo,yo) # 0 (sinon il
faut échanger les roles de x et y). On dit que (g, yo) est un point d’inflexion de Z(f) si g”(xo) = 0.

Montrer que les points d’inflexion de Z(f) sont ceux qui satisfont ’équation :

fy,y : fgg2 - 2fm,y - fy +fm,z : fy2 =0
ol hy (resp. hy) dénote la dérivée par rapport & x (resp. par rapport & y) de la fonction h(z,y).

(Indication : on sait que ¢’'(z) = —f,/fy; calculer & partir de la ¢”(x) en fonction des dérivées de f).
Trouver les points d’inflexion des courbes suivantes :

vz —-1)=0 ; 23+42-1=0

Esquisser ces deux courbes.

C Multiplicateurs de Lagrange

10 Trouver la distance minimale de la courbe plane x? + 8xy + 7y? — 225 = 0 & 'origine.
Cette courbe est-elle compacte ?

11 Montrer que la courbe de I'espace d’équations 22 + (y — 1)2 — 1 =0 et y + 1/22 — 1 = 0 est compacte.
Trouver les distances minimales et maximales de ses points a l’origine.

12 Trouver la distance minimale des points de la surface 22 +2y? — 22 — 1 = 0 & l'origine. Que peut-on dire
de la distance maximale a ’origine ?

13 Esquisser la courbe y? — z(z — 1)(x — 2) = 0. Trouver sa distance minimale au point (a,0).

14 Trouver les valeurs maximales et minimales de la fonction 22 + y? + (2 — 1)? sur lellipsoide (x/4)% +
(y/5)? + (2/25)% — 1 = 0. Interpréter géométriquement.
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D Calcul des variations

15 Trouver les extrémales de :
) 1
/ (¢'(z)? + 12z¢p(x))dx , avec p(0) =2, (1) =3
0

@) 2
/1 go’(x)(l + z2g0’(x))das , avec p(1) =3, p(2) =2

16 Trouver g : [a,b] — R, ¢(x) > 0 pour = € [a,b], po(a) = A, po(b) = B, qui minimise la fonctionnelle :
[T,
~——————dx
o 2

(Cette intégrale représente la longueur de la courbe x — (,¢(x)) dans le demi-plan {(z,y) € R? |y > 0}
muni de la métrique hyperbolique.)

E Géodésiques
17 Décrire les géodésiques du cylindre de R3 d’équation z2 + 3% — 1 = 0.
F Sous-variétés

18 Soit M(n,n,R) lespace vectoriel des matrices n x n a coefficients réels et Sym(n,R) les sous-espace
des matrices symétriques. Définissons ¢ : M (n,n,R) — Sym(n,R) par p(A) = A- A* — I, oit A* dénote la
transposée et I la matrice identité. Montrer que si ¢p(A) = 0, alors la dérivée dpy : M (n,n,R) — Sym(n, R)
est surjective. En déduire que le groupe orthogonal O(n) est une sous-variété de M(n,n,R). Calculer sa
dimension (utiliser I'exercice 5).

G Enveloppes

19 Trouver I'enveloppe de la famille d’ellipses :

224 9yPA2 =N =0

20 Une source lumineuse se trouve a —oo sur 'axe OX, dans le plan OXY. Trouver ’enveloppe des rayons
réléchis par le demi-cercle {(z,y) [ 2? +y?> —1=0, z > 0}.

Indications : pour simplifier les calculs , identifier le plan aux nombres complexes. Montrer que la familles
des rayons réfléchis est paramétrée par :

(o, 8) = ' + s

en faisant correspondre & « le rayon par e’®. Montrer ensuite que si f(z,y) : R? — C, le déterminant de son
jacobien s’écrit ¢ - (f, fy — fy - f4), oil ¢ est une constante universelle et f, est le conjugué de la dérivée de
f par rapport & z, etc. Cela permet de calculer facilement le déterminant du jacobien de p(a, s), et de 1a
on déduit une paramétrisation de I’enveloppe, qui est en faite la néphroide de la figure ci-apres.



94

CHAPITRE II. DERIVABILITE, THEOREME DES FONCTIONS IMPLICITES

0.5




Chapitre 111

Equations différentielles ordinaires

Sommaire. Nous étudions les équations différentielles ordinaire sous forme normale, c¢’est-a-dire les équations
de la forme

y = f(ty)

ouy=vy(t): I - R" I CRun intervalle, est I'application cherchée, et f: U — R™, U C R x R™ un ouvert,
est donnée.

Au § 2 nous établissons des théoremes d’existence et unicité pour de telles équations, qui consacrent
leur caractere déterministe : les conditions initiales déterminent entierement une solution (maximale); par
contraste, on montre au § 1 un exemple tres simple d’équation qui n’est pas sous forme normale, et qui
possede une infinité de solutions ayant une condition initiale donnée.

Au § 3 nous étudions les équations linéaires. Dans le cas des équations a coefficients constants, une
généralisation de la fonction exponentielle e : R — R permet de trouver une expression explicite des
solutions.

Au § 4, nous verrons que, dans certains cas, le comportement local des solutions d’une équation de la
forme y' = f(y) au voisinage d’un point yo ot f(yo) = 0 est déterminé par la dérivée de f en yp.

1 Introduction, exemples

Une équation différentielle ordinaire d’ordre k est une expression de la forme:

(1-1) fty ..., y™) =0, ot f: U —RP, U ouvert de R x (R")*!

une solution est une application ¢ : I — R™, ot I C R est un intervalle, ¢ est de classe C*, vérifiant :
o (1), (t),...,eR(t) eU,Vtel

o fltip(t), ' (t),.... " () =0,Vtel.

On parle d’équations différentielles ordinaires parce qu’elles ne font intervenir que les dérivées par rapport
a une seule variable, généralement notée ¢, par opposition aux equatlons qui font intervenir des dérivées par
rapport a plusieurs variables, comme 1’équation de Laplace : 6;" + a; = 0, qui se traitent par des méthodes
différentes.

On dit qu'une équation est sous forme normale si elle s’écrit:

y=f(ty , [U—=R" , UCRxR" | ¢ =(,...,u,).

C’est ce type d’équation que l'on va traiter par la suite. Montrons comment on peut essayer d’y ramener
des équations de type général (1-1). Tout d’abord, on peut se ramener & l'ordre 1 en augmentant le nombre
de variables; on pose:

To=1Y, T1 :y/a--wa?kq :y(k—l)

95
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et alors (1-1) est équivalente au systeme d’équations d’ordre 1:

T — (1’0)/ = 0
To — (1’1)/ = O
zp—1 — (zp—2)" =0

f(t,zo,x1,... xp1, (vp—1)") =0.
Si 'on pose
F(t,z,2") = (x1 — 20, ..., Th—1 — Th_o, f(t, T0, ..., Tp—1, T)o_1))
on est ramené a étudier I'équation d’ordre un F(t,z,2") = 0, que l'on peut essayer de mettre sous forme

normale, par exemple en utilisant le théoréeme des fonctions implicites.

Définition 1.1 Soit ¢ = f(t,y), f : U — R™, U ouvert de R x R™ une équation sous forme normale et
soit (tg,y0) € U. Une solution de I’équation y’ = f(¢,y) avec condition initiale (tg,yo) est une application
¢ : I — R" de classe C', ou I est un intervalle de R, telle que

e IStyet (t,o(t)eUVtel
o p(to) =yo et Vt € I, ¢'(t) = f(t, (1)) -

On dit que ¢ est une solution maximale (ou non prolongeable) si on ne peut pas I’étendre; c’est a dire
que si ¥ : J — R™ est aussi une solution, avec J D I et ¥|I = ¢, alors 1) = ¢ (et en particulier J = 1)

L’exemple basique d’équation différentielle: ' = f(t), ou f :Ja,b[— R est continue, admet comme unique
solution avec conditions initiales (to,v0) €]a, b[xR la fonction ¢ :]a, b[— R:

¢
e(t) = yo + t f(s)ds

(ici on peut poser U =la,b[xR puisque f ne dépend que de t). Cela nous pousse a croire qu’en général
une équation différentielle admet une unique solution maximale ayant une condition initiale donnée; c’est
précisément ce qu’affirme le théoreme 2.12, dans le cas ou f vérifie certaines conditions.

Equations a variables séparées

Ce sont les équations différentielles de la forme :

y' = f(t) g(y)

ou f :Ja,b[— R et g :]e,d:— R sont des fonctions continues. Si g(yo) = 0, alors la fonction constante
©(t) = yo est solution. Sinon, par continuité g(y) # 0 pour y proche de yg et alors on peut mettre 'équation

sous le forme : ,

vy _
(1-2) ) f)

d’ott le nom de ”variable séparées” ((y d'un c6té, ¢t de I'autre). Si p(t) est une solution, avec condition initiale
©(to) = Yo, en remplagant dans (1-2) et en intégrant de to & ¢, il vient :

[ s [ = [ s

ou la premiere égalité utilise la substitution n = ¢(t). Si on pose

—yd—n —tss =G(y) —
mm—éﬂm ,Fw—lgxm  B(yt) = Gly) — F()
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—~F o

C<o0

C =

Figure III.1: Allure des solutions de y' = 2ty?

on a que ¢(t) est solution de notre équation si et seulement si ®(p(t),t) = 0. Notons que D(tg,yo) = 0 et que

g—‘i(to,yo) = @ # 0. Il suit alors du théoréme des fonctions implicites qu’il existe une fonction ¢(t), définie
pour t proche de tg, avec p(tp) = yo, et qui vérifie P(p(t),t) = 0, c’est-a-dire que ¢(t) est bien solution de

notre équation différentielle.

Exemples 1.2

(1) Considérons ’équation
y/ — 2ty2

On en tire que si y(t) est une solution, y(t) # 0, ;’—; = 2t et de la, en intégrant des deux cotés de
I'équation, que —1/y(t) + C = 2 ot C est une constante, et donc :

1

(1-3) yo(t) = o g

et si Pon veut que y(tg) = yo, alors C = 1/yp + t3; c’est & dire, en remplagant dans (1-3) :

(1-4) y(t) = #%_1;2)

Esquissons l'allure de ces solutions. La forme (1-2) est plus maniable, sauf que la solution y = 0 n’y
apparait pas. En tous les cas, yo(t) — 0 si t — do00 (i.e. Paxe Ox est une asymptote horizontale) et

yo(t) = yo(=1).
Si C <0, yo(t) est définie pour tout ¢ € R, et y=(0) = 1/C < 0.

Si C = 0, yo(t) est définie pour ¢ < 0 et pour ¢ > 0. L’axe Oy est une asymptote verticale, et
yo(t) — —ocosit — 0

SiC >0,t=+Cett=—+/C sont des asymptotes verticales. yc(t) est définie pour t < —/C,
—/C <t <+/Cett>+/C. On utilise la notation t — a—0 ou t — a+ 0 pour indiquer que ¢ tend vers
a par des valeurs inféricures & a, respectivement supérieures : si t — —v/C — 0 ou t — /C + 0, alors
yo(t) — —o0, et sit — —/C +0 out — +/C — 0, alors yc(t) — +oo (voir figure ITIL.1). On constate
sur cet exemple que pour toute condition initiale (tg,7o) € R? il existe une unique solution maximale
ayant cette condition initiale. On doit retenir aussi que, selon les conditions initiales, les intervalles de
définition des solutions maximales peuvent étre bornés, bornés & gauche ou a droite seulement, ou non
bornés.
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Figure I11.2: Solutions de 3’ = 3y%/3

(2) Considérons maintenant I’équation
y =3V .
On a comme solution y = 0. En supposant y(t) # 0, on a y'/(3¢/y2) = 1, d’ott Pon tire que y*/3 = t4-C,
ou encore que y = (t+C)3. On voit que pour la condition initiale (¢y,0) on a deux solutions possibles :
y=0ouy = (t—ty)3 En fait, il y a pire; on peut "recoller” des solutions du type y = (t + C)3,
t < —C avec la solution zéro: on vérifie que pour D > —C la fonction

(t+C)3 sit<-C
pt)=<0 si—-C<t<D
(t— D)3 sit>D

est une solution. Donc il y a une infinité de solutions maximales ayant une condition initiale donnée
(voir figure ITI.2). Si on se refere au théoréme 2.12 | le fait qu’il n’y ait pas unicité des solutions ayant
une condition initiale donnée tient a ce que le deuxieme membre de ’équation \3/y_2 n’est pas dérivable
en y = 0. Mais cette équation est équivalente a 1’équation (y')® — 27y? = 0, dont le seul défaut est de
ne pas étre sous forme normale.

Dans le méme ordre d’idées, une équation relativement simple (qui n’est pas sous forme normale), dont
les solutions approchent n’importe quelle fonction C* a été trouvée par Lee-A. Rubeel [§]

Dans le reste de ce paragraphe, nous allons encore examiner comment les équations de la forme y’' = f(y) se
comportent lorsqu’on les transporte par une application. Cela nous permettra ensuite d’étudier 'allure des
trajectoires de champs de vecteurs linéaires dans le plan.

1.1 Transport de champs de vecteurs

Un champ de vecteurs sur un ouvert U de R™ est une application continue & : U — R™. 1l lui est associé
léquation différentielle: 3’ = £(y). Pour retrouver les notations des paragraphes précédents, il faut poser
U =RxU et f(t,y) = £(y); les solutions maximales seront de la forme ¢ : I — U, I C R intervalle ouvert.
Ce type d’équation, ou le second membre ne dépend pas de t, est appelé équation autonome. La proposition
ci-dessous explique pourquoi : 1’évolution d’un point yg ne dépend pas de I’heure du départ.

Proposition 1.3 Soit £ : U — R", U C R™ ouwvert, un champ de vecteurs. Si p : I — U est une solution de
y = &(y) aveec o(to) = yo, alors p1(t) = @(t + tog — t1) est aussi solution, et satisfait les conditions initiales
e1(t1) = yo-

Preuve:

L) = (t+to —t1) = E(p(t +to — t1)) = E(pr(t)) et wi1(t1) = @t +to —t1) = wo
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g.e.d.

Les solutions de ’équation ¢y’ = £(y) associées & un champ de vecteurs s’appellent orbites du champ, ou
encore trajectoires du champ. On les représente généralement par leur image dans U sur laquelle on indique
le sens de parcours (voir figure ITL.3).

Par exemple, ’équation associée au champ de vecteurs &(x,y) = (z,y) :

=z , Y=y

et les trajectoires sont de la forme z(t) = xge!, y(t) = yoe!, c’est-a-dire des demi droites issues de l'origine,
plus la constante égale & lorigine (0, 0).

Soient U, V C R™ des ouverts et h : U — V une application C'. Soient encore £ : U — R" et n: V — R"
des champs de vecteurs et supposons que 'on ait:

n(h(z)) = dhs(§(x))

On dit alors que h transporte le champ £ sur le champ 7, ou encore que 7 est le transformé du champ £ par
h. Remarquons que si ¢ : I — U est une solution de y' = £(y), alors

h(%’(t))/ = dhy) ((t)') = dhyw (E(0(t) = n(h(e(t)))

ce qui fait que la composée h oy : I — V est solution de ¢y = n(y). En d’autre termes, h transporte les
trajectoires de £ sur des trajectoires de 7.

Dans le cas ou h : U — V est un difféomorphisme, pour tout champ n : V. — R™ on peut définir
&:U — R” par
&) = dhy, (n(h(x)

ce qui fait que 7 est toujours le transformé par A d’'un champ de vecteurs sur U.
Exemples 1.4

(1) Lorsque n = 2, appelons © = (x1,x2) les coordonnées a la source et y = (y1,y2) les coordonnées au but
de h. Sin est le transformé de € par h, on a :

_ Oy Ohy
m(h(a)) = G0 6 @) + 5w &)
_ Ohy Ohs
m(h(a)) = F2 016 (@) + G &ala)
et I’équation différentielle associée a n s’écrit :
Ohy 0h Ohy Ohy
= bt =Yg R
=g, )€1 () + 5" )&a(z) oz, @71t 5, @
Ohs Ohs Oha Ohs
e - (x - (T = —(x ' e !
V2= g )& () + By ) &2() B, 41+ 5 (@7

Par abus de notation, on identifie n a (yi,v5) et £ & (af, x4); les équations ci-dessus expriment donc 7
en termes de &.

(2) Considérons les coordonnées polaires h : R? — R2, (p,0) — (pcos(d), psin(f)), le champ n(z,y) =
(—y,x) et Péquation associée

¥ =—y
y o= =

Pour trouver un champ de vecteurs (p’,6’) dont le transformé par h donne 7, il faut résoudre les
équations suivantes, linéaires en & :

2 = pcos() — psin(0)0
= p'sin(0) + pcos(6)6’
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c’est-a-dire, puisque &’ = —y = —psin(f) et y' = x = pcos(d) :

(I pcos(0) — psin(0)0) = —psin(0)
(11) P sin(0) + pcos(0)¢) = pcos(d)

cos(6) ‘ — sin(6)
sin(f) | cos(@)

En calculant (I)cos(0)+(II)sin(0) et (I)(— sin(#))+(II)cos(f) comme indiqué, on obtient les deux équa-
tions :

pr=0 , pf'=p
que 'on resout aisément:
plt)y=R , 0(t)=t+c
ol R et ¢ sont des constantes arbitraires (si R = 0, 0 est indéterminé). On en tire la solution générale
de I’équation de départ:
z(t) = Rcos(t+¢) , y(t)=Rsin(t+c)

Les solutions sont donc des cercles centrés en 0, parcourus a vitesse angulaire constante dans le sens
contraire des aiguilles d’une montre.

(3) Considérons le champ de vecteurs &(z,y) = (22 — y2,2zy) sur R?; il s’agit en fait de I’application
z + 22 de C dans C, écrite en termes de x = Re(2) et y = Im(z)). On voit déja qu’il admet comme
solution la constante (0,0); on peut donc se borner & considérer ¢ sur R? \ {0}. On va étudier ce
champ en utilisant les nombres complexes: ¢ : C\ {0} — C, £(z) = 22. Considérons le difféomorphisme
h:C\ {0} — C\ {0}, h(z) = 1/2, qui est d’ailleurs son propre inverse. On a que h/(z) = —1/2%, et
donc le champ 7, transformé de & par h est :

n(h(z)) = W'(2)2* = =1 = () = -1 ;

c’est donc le champ constant égal & (—1,0), dont les orbites sont des droites horizontales p(t) = (—t, b).
Si on les compose avec h, on trouve les solutions de ’équation de départ:

(_t7 _b)
2 + b2

(z(t),y(t)) =

puisque h(z) = 1/z =%/2z = (z, —y)/(2* + y?); on en tire que si b # 0

2 4 + l ’ - i

YT) T
qui sont les équations de cercles passant par l'origine, centrés en (0, —1/(2b)). En fait, (x(t),y(t)) #
0Vt € R, ce qui fait que les orbites sont les cercles ci-dessus privés de (0,0), le point (0,0) et les

2 demi-droites constituées par 'axe Oz privé de l'origine (qui correspondent au cas b = 0 : z(t) =
—1/t,y(t) =0, pour t > 0 out < 0) (voir figure ITI.3).

1.2 Classification des systemes linéaires dans le plan

Nous allons étudier les trajectoires des équations différentielles sur R? de la forme :

= ax+by
Yy = cx+dy

c’est-a-dire les trajectoires de champs de vecteurs de la forme :
§(x,y) = (ax + by, cz + dy)

qui peut encore s’écrire sous forme matricielle :

T N a b
-n(s) (2
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Figure II1.3: Solutions de (z,y)" = (2% — 42, 27y)

Tout d’abord, on va faire de 'algebre linéaire : on va trouver une transformation linéaire pour mettre la
matrice M sous forme de Jordan (proposition 1.5), puis on va résoudre explicitement les équations dans les
différents cas.

Si S : R?2 — R? est un isomorphisme linéaire, le transformé n = N (z) d’un champ linéaire £ = M (;)
s’écrit :

n (S (;)) = S(&(z,y)) = SM (;) = n(z,y) = SMS™* (;) — M =S"'NS

En termes de changement de base, si v; vy est une nouvelle base de R?, et S la matrice de changement de
base, c’est-a-dire la matrice ayant v; comme premier vecteur colonne et v9 comme deuxiéme vecteur colonne,
la, matrice ST'NS est la matrice de I'application linéaire 7, écrite dans la base v;, vo. Donc, la formule
ci-dessus nous dit que si S transporte & sur 7, € est le champ linéaire ayant pour matrice S™'NS, soit la
matrice de 'application associée a n écrite dans la nouvelle base vy, vo. Les trajectoires de 1 seront de la
forme S(p(t)), olt () est une trajectoire de §.

Proposition 1.5 Soit A = (Z Z) 11 existe une matrice inversible S € G{(2,R) telle que S~*AS soit de

v () (@) e (@)

Preuve: Soit pa(\) = dét(A — A1), ou I est la matrice identité, le polyndéme caractéristique de A, qui est
de degré 2. Appelons A\; et Ay les racines de pa(A), qui peuvent étre réelles, ou imaginaires conjuguées,
distinctes ou non.

lUun des 3 types :

(1) A1 et Ay sont réelles distinctes

Dans ce cas, il existe deux vecteurs propres vy et vy linéairement indépendants : A(vy) = Ajvy,
A(v9) = Aavy et donc si on prend v; et vo comme base de R?, la matrice de 'application associée a A

s’écrit :
A O
0 Ao

On écrit vy et vy comme vecteurs colonne :
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1
. vy v . s s
SiS = <v% U%) est la 2 x 2 matrice dont v; est la premiere colonne et vy la deuxieme colonne, alors :
D]

1,1 1 1
v v Av; v A 0 A1 O
AS = A(Y1 Y2\ _ 101 A2U3 ) 1 149 — 1
8 (U% 1}% ) ()\11}% /\21}% 8 0 )\2 =5 S 0 /\2
Si A1 = Ay = Ag, deux cas peuvent se produire : ’espace propre correspondant peut étre de dimen-
sion deux, auquel cas on peut prendre pour v; et vy n’importe quelle paire de vecteurs linéairement

indépendants et procéder comme ci-dessus. Ou bien I'espace propre correspondant est de dimension 1;
ce cas est traité au numéro 3 ci-dessous.

Si A1 € C, mais A\; ¢ R, alors Ay = A1 # A1, On a donc 2 vecteurs propres linéairement indépendants
sur C, de la forme v et ©. On prend alors comme base de R? les parties réelles et imaginaires de v :

vl:v—;—v , vgzvz_iv , oui=+v—-1€C

Posons Ay = p — i (o # 0), de sorte que Ay = p + ic. Alors

5 5 = 5 — 5 = uv1 + avg

V=T (n—ia)v — (p+ia)v V=T V4T
= = —a = pvy — aw
2i 2i "5 p M2 enm

A(Ul)ZA(QH_E):(“_io‘)”+(ﬂ+i6¥)5 v+7T -

A@ﬁ:A(

La matrice de changement de base S est obtenue, comme d’habitude, en mettant v; en premiere

colonne, vy en deuxieme colonne. On a donc : S™1AS = (Z _Ma)

Reste le cas olt Ay = Ay = \g et I'espace propre correspondant est de dimension 1. Soit v € R?\ {0} le
vecteur propre correspondant & A, et w € R? un vecteur linéairement indépendant de v. Alors :

Aw)=xv , Aw)=av+ Nw
et la matrice de 'application associée a A s’écrit dans cette nouvelle base :
)\0 a
0o N

d’ott on déduit que pa(A) = (A—Xg)(A—X), et donc X' = Ao, sans quoi on est dans le cas (1). D’autre
part on a aussi que a # 0, sans quoi on est dans le cas oll I’espace propre associé a A\ est R? tout
entier, cas déja traité sous (1). Finalement, la matrice s’écrit :

)\0 a
(O )\0> , avec a#0

Faisons encore le changement de base de la forme w’ = (1/a) - w; alors A(w’) = 1/a A(w) = 1/a(av +
Aow) = v + Agw’, et donc la matrice de 'application associée & A, dans la base v, w’ s’écrit :

Ao 1
0 Xo

Notons que si on fait plutot le changement de base w’ = (b/a)w, b # 0, alors la matrice devient :
No b
<0 %) » 070

q.e.d.

Remarquons que les 3 cas correspondent a :
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(1) A diagonalisable sur R
(2) A diagonalisable sur C, mais pas sur R.

(3) A non diagonalisable

On est donc ramené, par la transformation S, a étudier les champs de vecteurs de la forme £ = A i),

ol A est de la forme 1), 2) ou 3) de ’énoncé de la proposition précédente. On va passer a I’étude des divers
cas; remarquons que (0,0) € R? est une trajectoire, dans tous les cas.

(1) A= <>(\)1 )(\) ) L’équation différentielle s’écrit :
2

{x’ = \iz
Yy = Ay

et la solution ayant pour conditions initiales to = 0 et (xg,yo)) s’écrit :

z(t) = woe™t , y(t) = yoe'
Si zg # 0, on peut écrire :
a(t)\ ™M
y(t) = wo <—>
T

)\2/)\1
ce qui montre que z(t) doit avoir le méme signe que x (sans quoi 'exponentielle (%) n’a pas de
sens), et que y(t) a le méme signe que yo : les trajectoires restent donc toujours dans le méme cadran.

L’allure varie selon les valeurs de Ay et Ao. Lorsque A1 = Ay = 0, les trajectoires sont les points du
plan. Lorsque A1 = Ao, les trajectoires sont les demi-droites issues de 'origine.

(2) A= ( Z _,Ua). Ici il convient de passer en coordonnées polaires :

{ = pxr—ay N { pcos(0) — psin(0)0' = p(pcos(d) — asin(h))
Yy = ax+py p'sin(f) + pcos(0)0 =  p(acos(0) + psin(6))

d’olt on déduit, comme dans I'exemple 1.4 (2), le systeme d’équations :
pl=up
pd = pa
Les solutions s’écrivent sous la forme p = 0, et § indéterminé, ou bien p = ppet, § = at + 6y, ol on a

pris les conditions initiales tg = 0 et (po,00). Ce sont des spirales qui s’enroulent autour de l’origine,
sauf si u = 0, auquel cas on trouve les cercles centrés a 'origine.

0a=(3 1)

En coordonnées cartesiennes :
x = pcos(f) = poett cos(at +0y) ;  y = psin(h) = poe" sin(at + o)

Ici le systeme s’écrit :

= dr+y

Y= Xy
On vérifie que z(t) = e M(yot + z0), y(t) = yoe ! est effectivement solution, avec condition initiale
to =0 et (x0,yo). Les trajectoires coupent 'axe OY pour t = —xo/yp.

Dans le cas d’une matrice A quelconque, les trajectoires sont les images par I'isomorphisme S des trajec-
toires précédentes.
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A =X>0
AL > >0
noenes \\
A=0, A\ >0
A > 0, Ay <0
col K/
Figure II1.4: A diagonalisable sur R
uw=0, a>0
k/ centre
spirales
p<0, a>0 w0 a>0

Figure II1.5: A diagonalisable sur C
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noeuds

Figure II1.6: A non diagonalisable

+ R

Figure II1.7: Exemples d’allure dans une base quelconque
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2 Théoremes d’existence et unicité

Dans ce paragraphe nous allons aborder quelques résultats théoriques sur les équations différentielles ordi-
naires : existence et unicité des solutions, dépendance continue par rapport a des parametres. Nous basons
notre approche sur la méthode des approximations successives, qui est a la source des procédés de résolutions
numériques.

Remarque 2.1 Dire que ¢ : I — R"™ est solution de 1’équation différentielle ¢ = f(¢,y), avec condition
initiale (to,yo0), équivaut a dire que

©(t) = yo +/t f(s,0(s))ds Vtel

ce qui se vérifie immédiatement. La résolution d’une équation différentielle avec condition initiale donnée est
ainsi ramené a la résolution d’une équation intégrale, en fait la recherche d’un point fixe de la transformation

t
T()wy =yo+ | f(s,9(s))ds
to
En particulier, sous cette forme, il n’est pas nécessaire de supposer que ¢ est dérivable, cela suit automa-
tiquement si ¢ est un point fixe, puisque I'expression yg + ftto f(s,¢(s))ds est dérivable par rapport a .

Définition 2.2 Soit f: A — R™, ou A C R x R™, une application continue. On dit que f est lipschitzienne
en y, de constante de Lipschitz k, si pout tout (¢,y1), (£,y2) € Aon a:

£t y1) = f@ )|l < Ellyr — vl

Exemples 2.3

(1) Si f:U — R, U ouvert de R x R", est de classe C!, alors pour tout sous-ensemble A C U de la forme
A = [to — a,to + a] x B(yo,b), la restriction f|A est lipschitzienne, en prenant :

S

» (ty) EA} ;

cela résulte du théoreme des accroissements finis I1.2.6.

(2) La fonction f(t,y) = f(y) = y*/® n’est pas lipschitzienne, méme en restriction & des intervalles, lorsque
ceux-ci contiennent 0; en effet une inégalité de la forme :

[f(y) = FO)] = y*"® < kly|
entrainerait que |y|_1/ 3 <k, ce qui est absurde.

(3) Si A:R™ — R"™ est une application linéaire, alors

[A(y1) = Aly2)ll < [Allllyr — gl

et alors A est lipschitzienne, avec constante de Lipschitz || A||.

(4) Plus généralement, si A : I — L(R™,R™), ot I C R est un intervalle, est une application continue,
pour tout intervalle fermé borné [a,b] C I on peut poser k = sup {||A(t)] , ¢ € [a,b]}, et on aura :

|A(t, y1) — A(t,y2)ll < kllyr — vl

L’application A(t,y) est donc lipschitzienne en y sur tout ensemble de la forme [a, b] x R™ contenu dans
I xR™
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Y =10+ M(t —tg)

YN

\

t
to ty+ At to+2AL e T tg + mAtL t0+(m+1)At>

!

y =190 — M(t —to)

Figure II1.8: Construction de solutions approchées

Pour la construction de solutions approchées, nous utiliserons des applications linéaires par morceaux,
de la maniere suivante. Soit f : U — R”™ continue, U C R x R™, et soit (fg,y0) € U une condition initiale;
soit NV > 0 un entier, choisissons une quantité At € R, suffisamment petite, et définissons par récurrence sur
m, pour m < N, une suite de points y,, € R" :

y1 =Yo + f(to,v0) - At, ..., Ymt1 = Ym + [(to + mAL, y,) - At

ce qui a un sens pour autant que At soit suffisamment petite pour que (to + mAt, y,,) € U, m < N. On
définit alors la solution approchée, pour to < t < tg+ NAt, par interpolation linéaire des points y,,; posons
tm = to + mAt :

t—t
pour t,, <t <ty onpose: on(t) =y, + (A—tm)(ymH — Ym)

Cette application est continue, car les définitions de ¢ aux extrémités des intervalles [t,,, tmn41] coincident;
mais elles sont seulement dérivables a gauche et a droite aux points t,,. On dira que de telles applications
sont C' par morceaux : ce sont des applications continues d’un intervalle I, & valeur dans R™, continues,
contintiment dérivables, sauf éventuellement en des points tg, t1,...,tx € I, ou elles admettent tout de méme
des dérivées a gauche et a droite, limites des dérivées a gauche ou a droite des ;.

Définition 2.4 Soit f : U — R™ continue, U C R x R™ un ouvert, et soit ¢ > 0. Une e-solution de
Péquation différentielle y' = f(¢,y) est une application dérivable par morceaux ¢ : I — R", telle que
YVt eI, (t,o(t)) € U et vérifiant :

le'(t) = ft el <e Viel

ol aux points de discontinuité de ¢’(t), 'inégalité doit étre valable autant avec la dérivée & gauche qu’avec
la dérivée a droite.

Le lemme suivant resout une inégalité intégrale.

Lemme 2.5 (Lemme de Gronwall) Soit g : [0,¢] — R une application continue, g(t) > 0, et supposons
qu’il existe des constantes k, B,C > 0 telles que :

g(t) < B et g(t)SC—i—k/tg(s)ds , Yte|0,c]
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Alors, pour tout entier n on a :

g(t)§0[1+kt+---+ -

et donc, en faisant tendre n vers 'co :
g(t) < Cert

Preuve: On procede par récurrence sur n. Pour n = 0, g(¢t) < B par hypothese. Si 'inégalité est vraie pour

n—1:

n—2 kn—lsn—l

e ] BT

on remplace cette inégalité dans l'intégrale de 1’énoncé :

g(s)<C[1+ks+--~+

t t kn72 knflsnfl
g(t)SC—Fk;/ g(s)ds§0+k/ (C[1+ks—|—---+ 5"2}—1—37)%
0 0

(n—2)! (n—1)!
=C 1+kt+k25+ + kTt il +Bk”ﬁ
N 2 (n—1)! n!

q.e.d.

Le prochain théoréeme donne une estimation de 1’évolution de I’écart de solutions approchées.

Théoréme 2.6 (L’inégalité fondamentale) Soit f : U — R™ continue, U C RxR™ un ouvert. Supposons
que f salisfasse la condition de Lipschitz sur U, avec constante k. Soient £1,e9,6 > 0, p;(t) : I — R™ des
g; solutions de léquation y' = f(t,y), i=1,2 :

ler () = fFtor@l <er , Nla(t) = ftpa(t)) <e2 VEET

Soit tog € I et supposons que
[p1(t0) — @2(to)l <0

Alors, pour toutt € I on a :
o1 () = pa(t)] < detli=rol 4 = (eFe=tol —1)

ou e =¢€1 + 9.

Preuve: Pour simplifier la notation, on va supposer que tg = 0 et ¢ > 0; on ramene le cas général au cas
particulier par le changement de variable t' =t — ty si t > tg, ou t' = to — t sinon.
Notons que

/O (@4(8) — F(5,04(5))) ds = pit) — i(0) — / s i(s))ds

(2-1) Hsol(t) — alt) ~ (210) ~ 22(0) ~ [ ((s1(9) ~ Sl pa(s)) ds

et donc

S&ﬁ

pi(t) — 9i(0) — / F(5, 0i(s))ds

d’ou on déduit que

<et

Posons w(t) = [|¢1(t) — p2(t)]]; alors :

1f (s, 01(s)) = f(s,02(s)) | < kw(s)
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notons que d’une égalité de la forme |la — b|| < ¢ il suit que ||a]| = |la = b+ 0| < |la = b|| + ||b]| < ||b]| + ¢ et
alors il suit de (2-1) que
t t -
< w(0) etk / w(s)ds = w(0)+k- / (w(s) + ) ds
0 0

w(t) < w(0)+€t+‘/0 (f(s,01(8)) = f(s,02(s))) ds

ou encore : .
€ € ‘ €
Z < e e
w(t) + p S (w(O) + k) —l—k:/o (w(s) + k) ds
et il suit alors du lemme 2.5 que

w(t) + % < (w(0) +
—~—

<é

Corollaire 2.7 Si f : U — R" est continue, U C R xR"™ un ouvert, et [ satisfait une condition de Lipschitz
sur U, alors, si p1(t), p2(t) : I — R™ sont deuz solutions de l'équation y' = f(t,y), et qu’il existe ty € I avec

v1(to) = pa(to), on a que 1 = @

En effet, il suffit d’appliquer I'inégalité fondamentale, avec § = & = 0.
Nous allons construire maintenant des e-solutions pour tout € > 0.

Proposition 2.8 Soiif : U — R™ continue, U C R x R™ un ouvert. Soit (to,yo) € U et supposons que
A= [ty —a,tg+a] x B(yo,b) C U. Soit :

M = sup{|[f(t9)l, (t.y) € A}

Alors, s10 < ¢ < inf{a,b/M}, pour tout e > 0 l"équation y’ = f(t,y) admet une e-solution ¢ : [to—c, to+c] —
R™.

Preuve: On va définir p(t) pour to <t < tg+c, le cas tg —c < t < g se traitant de maniere semblable. Soit
N > 0 un entier et posons At = ¢/N et t,, = to+ mAt; alors on peut définir par récurrence sur m > 0 :

Ym+1 = Ym + f(tma ym)At ) m S N

car
c b b b
Y1 = ymll < 1f (m, ym) Atll < M7 < Mo = 5 et done [lym — yoll < m— <b
ce qui fait que y,, est bien défini pour m < N. Définissons comme tout-a-I’heure oy : [to — ¢, to + ¢] — R™
par

t—t
@N(t)zym—k%(ymﬂ—ym) pour t, <t<tp+1 m=0,...,N—1

Alors, si t € [tm, tmt1] :

O () = F(tow (O] = [ (v (0= 1) )|

= Hf(tmvym) - f(taym + (t - tm)%) H

’

=Y

Or A est compact, donc f|A est uniformément continue. Il existe donc 61,2 > 0 tel que si |t — ]| < 67 et
lym — || < 02, alors ||f(tm, ym) — f(&,¥)]| < e. Or |t —tnm] < ¢/N et

c b

Ym+1 — Ym Ym+1 — Ym
Jom 0=t 2 = e ) 2250 | < s = gl = )] < D1 <

At At
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On peut donc choisir N assez grand pour que ¢/N < §; et b/N < o, et alors il suit de © que

len (8) = f(ten(B)l < e

et donc p est une e-solution.
g.e.d.

Théoreme 2.9 (Existence et unicité locales) Soit f: U — R"™ continue, U C R x R™ un ouvert. Sup-
posons que [ty — a,to + a] x B(yo,b) C U et que f | [to — a,to + a] x B(yo,b) soit lipschitzienne en y.
Soit

M = sup {[[f(t,y)Il | (t,y) € [to — a,to + a] x B(yo,b)}
Alors, s10 < ¢ <inf{a,b/M?}, Uéquation y' = f(t,y) posséde une et une seule solution ¢ : [to—c, tg+c] — R™
avec condition initiale o(to) = yo.

Preuve: Soit N > 0 un entier; d’apres 2.8, il existe une %—solution onN : [to—c,to+¢] — R™. On va appliquer
I'inégalité fondamentale 2.6 pour estimer |[pas(t) — @n(¢)[| : onprend &1 = 77, 62 =+ et 6 =0:

loartt) —on(® < (3745 ) § (1) < (54 5) 5 € -1

Il en suit que {¢x} est une suite de Cauchy dans C([tg — ¢, to + ], R™), qui est complet, et elle possede donc
une limite . On a :

C
< —
- N

1 t

(22 v (®) = Fox(O) < 5 = [iowo) ~ otto) = [ f(s.ox(shas
to

et puisque || f(s,on(8)) — f(s,0(s)|| < Ek|len(s) — @(s)|l, la suite f(s,pn(s)) converge uniformément vers

f(s,0(8)), s € [to—c,to+¢]. On peut donc passer a la limite sous le signe intégrale dans (2-2), ce qui donne :

o) =10 - (s pls))ds

to

=0 Viet—ct+]

et donc () est bien solution de 'équation ¢y’ = f(¢,y), avec conditon initiale (¢o,yo).
L’unicité suit de 2.7.
g.e.d.

Définition 2.10 Soit f: U — R™, U C R x R™ un ouvert. On dit que f est localement lipschitzienne en y
si f est continue et si pour tout (to,yo) € U il existe a,r > 0 tels que

e [to —a,to+a] x B(yo,r) CU
e f|[to—a,to+a] x B(yo,r) C U est lipschitzienne en y.
En d’autres termes, il existe k tel que || f(t,y1) — f(t,y2)|| <k |ly1 — y2ll, Vt € [to—a,to+al, y1,y2 € Blyo,7).
Par exemple, si f est de classe C!, on a vu dans exemple 2.3(1) qu’elle est localement lipschitzienne en
V.

Proposition 2.11 Soit f : U — R™, U C R x R"™ localement lipschitzienne. Soient ¢1 : I; — R™ et s :
I — R™ deuz solutions de l’équation y' = f(t,y). Supposons qu’il existe to € I1 N1y tel que @1 (to) = pa(to).
Alors

o1 | NIy =@ | 1Ny

et on peut donc recoller p1 et po en une solution ¢ : I1 U Iy — R™ en posant :

p1(t) sitely

tely Ul t) = .
€LVl ¢t) {Sﬁz(t) sit el
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Preuve: L’ensemble
X ={te NI | g1l[to, t] = pal[to, t]}

est non vide, car X 3 .

Soit donc 74 = sup(X) < +00; si 74 est strictement inférieur aux extrémités droites de I; et de I, alors
T4 < 00 et p1(74) = pa2(74); on peut alors appliquer 2.7 sur un petit intervalle [74, 74 4] pour conclure que
1 et o coincident sur cet intervalle, ce qui implique que 74 + ¢ € X, contradiction. Méme raisonnement a

gauche de tg; il en suit que ¢; et @9 coincident effectivement sur I3 N Is. g
g.e.d.

Théoréme 2.12 (Existence et unicité globales) f : U — R", U C R x R" localement lipschitzienne.
Alors, pour tout (to,yo) € U, l'équation différentielle y' = f(t,y) posséde une et une seule solution maximale
p: I —R™ ayant (to,yo) comme condition initiale. L’intervalle I est ouvert.

Preuve: Soit 9 : I, — R™ une solution; supposons que [ soit fermé, borné a droite, et notons par to € I, cette
borne. On peut appliquer le théoreme d’existence et unicité locales 2.9 pour inférer I’existence d’une solution
Yy [ta —e,ta + €] — R™, avec condition initiale (¢2, % (t2)); on peut alors prolonger ¢ & I U [ty —e,to + €[ en
posant :

i V() sit <ty

De méme, si I est fermé, borné a gauche par ¢1, on peut prolonger ¢ & un intervalle de la forme |t; —¢e, t1]UI.
Il en suit que si ¢ : I — R™ est une solution maximale, ou non prolongeable, I doit étre un intervalle ouvert.
Posons

S ={¢: I, = R" | I est ouvert et ¢ est solution avec conditions initiales (¢o, o)}

On sait par le théoreme d’existence de solutions locales que S est non vide. On pose alors Imax = Uyesly,

et on définit ¢ : Imax — R™ ainsi : si z € Imax, il existe ¢ tel que x € Iy; on pose ¢(z) = ¢ (z). Il suit de la

proposition 2.11 que cette définition est cohérente, et il est immédiat que ¢ est I'unique solutiondmaximale.
g.e.d.

Le résultat suivant nous fournit un renseignement sur le comportement des solutions maximales.

Théoreme 2.13 Soit f: U — R™, U C R x R™ ouvert, localement lipschitzienne en y, et soit ¢ :]a, b[— R™
une solution mazimale de 'équation y' = f(t,y). Alors, pour tout compact K C U il existe ar, bx avec
a<ag <bgx <btels que (t,p(t)) ¢ K, Vt tel que a <t < ag oubx <t <b.

Ce que nous dit ce théoréme en particulier, c’est que si U = R x R™ et b < oo, alors si ¢t — b, (¢, (1))
doit sortir de tout compact de R x R™, et donc nécessairement |[¢(t)|| — oo. Clest ce qui se produit dans
lexemple 1.2(1) lorsque C' > 0.
Preuve:

ler cas: b = 400 (ou a = —o0). Dans ce cas, l'affirmation n’apporte rien d’essentiel. En effet, K est
borné et donc il existe R > 0 tel que K C [-R,+R] x R™, et alors si t > R, (¢,(t)) ¢ K.

2¢me cas: b < oo (ou a > —o0). On procede par 'absurde. Sile by de I'énoncé n’existe pas, alors
Vn, 3t, € [b— 1/n,b] tel que (tn,o(tn)) € K. Puisque K est compact, on peut extraire une suite ,,
telle que (tn,,p(tn,)) converge vers (b,yo) € K C U. On peut choisir un ¢ > 0 tel que les conclusions
du théoreme d’existence et unicité locales 2.9 soient vraies pour tous les points d'un ouvert V' contenant
(b,yo). En particulier, si k est assez grand, (t,,,¢(tn,)) € V, et donc il existe une unique solution ¢y (¢) :
[tn, — ¢, tn, +c] — R™ avec condition initiale (¢, , @ (tn,)), et par unicité on doit avoir que ¢ (t) = (t) pour
t € [tn, — ¢ tn, +¢]. Orsil’on choisit k assez grand pour qu’en plus |b — t,, | < ¢/2, on pourra prolonger ¢

au dela de b, ce qui contredit sa maximalité. p
q.-e.d.
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Théoréme 2.14 (Complément au théoréme d’existence et unicité globales)
Soient U =Jt1,t2[xR™ et f: U — R™ continue telle que pour tout 11, 7o , t1 < 11 < T2 < to il existe kr, -,
tel que

1f(ty1) = f(ty2)l| < Eryomy 1 = w2ll - V1,92 € R™ et t € [11, 7]
Alors ¥ (to, yo) €]t1,t2[xR™ il existe une et une seule solution ¢ :Jt1,ta[— R™ avec conditions initiales (to, yo).
Preuve: Soit T < ta et ¢ : [to, T[— R™ une solution de I"équation y’' = f(t,y), et soit yg = ¢(tp). On va
appliquer I'inégalité fondamentale pour comparer ¢ avec la solution constante ¢y = yo; puisque ¢f, = 0, si
t e [to,T] :

et — F(t00) | < M = sup {|£(t, w0l , t € [fo, T}

et en appliquant I'inégalité fondamentale avec e = M, 6 =0, k = k, 7 il vient :

(ek(T—to) — 1)

o) —yoll < M Vi € [to, T|

ce qui implique que @(t) est bornée sur [tg,T[, donc pas maximale, d’apres 2.13. Avec un argument
symétrique & gauche de tp, on voit finalement que les solutions maximales doivent étre définies sur ]tq, to].
g.e.d.

Ce complément sera utilisé au § 3.1 ci-dessous.

Le théoreme suivant est une conséquence facile de l'inégalité fondamentale et du théoreme 2.13.

Théoréme 2.15 (Dépendance continue par rapport aux conditions initiales) Soit f : U — R",
U C R xR" encore et toujours un ouvert, f localement lipschitzienne en y. Soit (to,y0) € U, P(ty,y0)
Iity,y0) — R™ la solution mazimale ayant (to,yo) comme condition initiale. Alors, pour tout intervalle fermé,
borné I C I(yy.y,), I 3 to et pour tout € > 0, il existe 81,62 > 0 tels que si |t; —to| < 8L et ||y1 — yoll < 62,

grre
st 1 2 I — R™ désigne la solution mazimale de conditions initiales (t1,y1), on a :

Z) 1 o1

i) lpr(t) — o) <e, Viel.

Preuve: On note ¢q la solution avec condition initiale (¢, yo), et I, 4, son intervalle (ouvert) de définition.
Soit I C I4,,y,) fermé, borné et soit € > 0. Pour &’ < ¢, &’ > 0, posons :

KE’ = {(tvy) €l x R™ ’ Hy - @O(t)” S EI}
K./ est compact, et pour €’ assez petit, K., C U. Soient d1,02 > 0 suffisamment petits pour que
[t1 —to| <01, |ly1 — woll < d2 = (t1,y1) €U

Soit 1 : I; — R™ la solution maximale de condition initiale (t1,y1) et soit M = sup {||f(¢,z)| | (¢t,y) € K }.
Si §1 est assez petit, pour s entre ¢y et t; on aura (s,¢1(s)) € K./ et alors :

<Mty —to| <M -6y

/ F(s,01(s))ds

ler(t) — o1 (t0)] =]

et donc :
ll1(to) — wo(to)ll < llw1(to) — w1 ()| + lle1(t1) — @o(to)l| < M -1 + 6o

Il suit alors de I'inégalité fondamentale que
(2-3) o1 (t) = @o(®)l| < (82 + M=) teIn

ot b désigne 'extrémité droite de I. Choisissons d1,dy assez petits pour que (dy + 81 M)eF=10) < &’ 11 suit
alors de (2-3) que (t,¢1(t)) € Ko sit € I, t < b et il suit de 2.13 que I D [to, b]; méme raisonnement pour
Pextrémité gauche de I. L’affirmation ii) suit aussi de (2-3).

q.e.d.
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Définissons le flot ® de I’équation par :
Q={(to,y0,t) EUXR |t € L1,40)} et P: Q=R | O(to,y0,t) = Prg.40)(t)

® est la famille de toutes les solutions maximales. Le corollaire suivant est une conséquence immédiate du
théoreme précédent.

Corollaire 2.16 ) est un ouvert et ® est continue.

3 Equations différentielles linéaires

3.1 Résultats généraux

Un syteme de n équations linéaires d’ordre 1 s’écrit

v =ara(Oyn+ - 4 arn(t)yn + bi(t)

y;l = an,l(t)yl + -+ an,n(t)yn + bn(t)

oules a;;, 4,5 =1,...,netles b;, i =1,...,n sont des applications continues d’un intervalle I dans R. Si
I’on pose
vi by (1)
y=1 : . A() = (a;;(t) : I — M(n,n,R) , b(t) = I — R"”
Yn bn(t)

ou M(n,n,R) désigne I'ensemble des matrices n x n a coefficients dans R, alors on peut écrire le systéme de
fagon plus succinte:

y' = A(t)(y) +b(t)
Si b(t) est identiquement nulle on parle de systeme homogeéne, sinon de systeme inhomogéne ou non homogéne.
Si [7'1,7'2] cl,

[A®) (1) +b(t) — (A) (y2) + b)) [| < IAD Iy — 2]l < sup {J AWt € [r1, 7]} ly1 — well

et donc il suit de 2.14 que les solutions maximales sont définies sur I tout entier. La structure de I'espace
des solutions maximales d’une équation linéaire est tres simple, comme les deux résultats suivants nous le
montrent.

Théoréme 3.1 L’ensemble S des solutions maximales du systéme linéaire homogéne y' = A(t)(y), ou A :
I — M(n,n,R) est continue, est un sous-espace vectoriel de dimension n de l’espace vectoriel de toutes les
applications de I dans R.

Preuve: Soit S I'epace des solutions de ¢y’ = A(t)(y). Si ¢1 et @9 sont des solutions maximales et A1, Ay € R,
on vérifie immédiatement que Ajp1 + A2po est aussi une solution, ce qui fait que S est bien un sous-espace
vectoriel de I'espace de toutes les applications de I dans R™. Choisissons tg € I et définissons ev : S — R"
par ev(p) = p(tg), i.e. ev est Pévaluation en ty. Alors ev est une application linéaire et il suit de 2.12 que
ev est un isomorphisme:

e cv est injective parce que si p1(tg) = pa2(to) = yo, alors @1 et @y sont deux solutions maximales avec
mémes conditions initiales et donc coincident.

e cv est surjective parce que si yp € R™ il existe ¢ € S avec condition initiale (tg,%0), ¢’est-a-dire que
ev(p) = yo.
q.e.d.

Une base ¢1(t),...,pn(t) de S est appelée un systéme fondamental de solutions.
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Proposition 3.2 Soit y = A(t)(y) + b(t) une équation linéaire non homogéne, A : I — M(n,n,R) et
b: I — R"™ continues. Si 0 : 1 — R™ est une solution particuliére de cette équation, toute autre solution est
de la forme @(t) + 0(t), ot p(t) est une solution de l’équation linéaire homogéne associée: y' = A(t)(y).

Preuve: Si 01(t) est une solution du systeéme non homogene, alors en posant ¢(t) = 0(t) — 61(t) on a

() = 0'(t) — 01(t) = A®)(0(t)) + b(t) — (A(t)(t%(t)) + b(t)) = A(t) (0(t) — 01(1)) = A() (0(1))

ce qui montre que ¢(t) est solution du systéeme homogene, et 6, = 6 + .
g.e.d.

Voyons comment trouver les solutions d’un systéme non homogene a partir d’'un systéeme fondamental
©1,--.,¢n de solutions du systeme homogene (méthode dite de la variation des constantes). Soit ®(t) : I —
M (n,n,R) la matrice dont la j-eme colonne est le vecteur ¢;(?) :

¢;(t)
;1)
Alors on a:

(1) @'(t) = A(t) - (t) (produit matriciel) parce que les p;(t) sont des solutions.
C1

(2) ®(t) est inversible pour tout ¢ € I, car si ®(tp)(C) = 0, ou C = | : | € R, cela veut dire que

Cn
Yo cipi(to) = 0. Done Y. c;ipi(t) est la solution avec conditions initiales (¢o,0), tout comme la
solution identiquement nulle. Par unicité des solutions maximales, on a donc que Y . ¢;pi(t) = 0
Vit € I et puisque les p;(t) sont linéairement indépendantes, on doit avoir ¢; =0, i =1,...,n.

On cherche des solutions de la forme 0(t) = ®(t) - C(t),ou C : I — R™. On a:
O'(t)y=d'(t) - C(t)+®(t)-C'(t) = A(t) - ®(t) - C(t) + ®(t) - C'(1)

et on aimerait que

c’est-a-dire:
A(t) - ®(t)-C(t) + @(t) - C'(t) = A(t) - ®(t) - C(t) + b(t) = C'(t) = ®(t) ' - b(2)

Donc C(t) doit étre une primitive de 'application ®(¢)~!-b(¢) : I — R™. En refaisant le chemin & Ienvers,
on voit réciproquement que pour toute primitive C'(¢) de ®(¢)~1b(t), ®(¢)C(t) est solution de 1’équation non
homogeéne (ajouter une constante C' € R™ & une primitive C'(¢) équivaut & ajouter & 6(¢) la solution ®(¢) - C
du systeéme homogene).

3.2 Complexification

Soit M(n,n,C) V'espace des n x n matrices a coefficients complexes. On a un isomorphisme d’espaces
vectoriels sur R :

w:C’n_)RQH ) (x1+iyla"'7xn+iyn>H(xla--wxnaylw'wyn)

Si C: C" — C" est une application C-linéaire, on en déduit une application R-linéaire Cg : R2® — R?™ de
sorte que le diagramme suivant commute:

o 9, n
! !
RQn &) RQn
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c’est & dire: Cr = ¢~ 'C%. En termes de matrices, si C' = (ag,¢ +iBk0) et A = (age), B = (Bke) on vérifie

que:
A -B
=5 4

D’autre part, on a une inclusion naturelle
M(n,n,R) C M(n,n,C)

induite par I'inclusion R — C, z +— x 4+ - 0 et donc si 'on a une application R-linéaire A : R” — R™, on en
déduit une application C-linéaire A¢ : C* — C”.

Soit I C R un intervalle ouvert et soit C' : I — M (n,n,C) une application continue; on peut regarder
I’équation linéaire correspondante:

y' =Clt)y

En passant a Cr on voit que 'on peut lui appliquer les résultats du § 3.1 : les solutions maximales sont
définies sur tout I, a valeurs dans C", et forment un sous-espace vectoriel de dimension 2n sur R de 'espace
de toutes les applications de I dans C™. Mais il suit immédiatement du fait que C(t) est C-linéaire que
I’espace des solutions est un espace vectoriel sur C, et il devra donc étre de dimension n sur C .

Si ¢ : I — C est une application, on définit sa conjuguée ¥ comme étant I'application qui envoit
t € I sur p(t), c’est-a-dire le complexe conjugué de ¢(t). On définit de méme Re(yp) et Im(p) en prenant
respectivement les parties réelles et imaginaires de ¢(t), t € 1.

Proposition 3.3 Soit A : I — M(n,n,R) continue, I C R un intervalle ouvert et soient Sg ’espace des
solutions de y' = A(t)y, Sc Uespace des solutions de y' = Ac(t)y. Alors

(1) si @ € Sc, alors g € Sc.
(2) Sk ={p € Sc|y="2}

(3) Si1,...,0n € Sc forment une C-base de Sg, alors les Re(p;), Im(p;), i = 1,...,n engendrent Sg
sur R.

La preuve de cette proposition est immédiate et elle est laissée au lecteur.

Exemple 3.4 Reprenons ’équation de 'exemple 1.4(2):

Y=y it 1 — S _ (0 —1
{y’2 IR bOlty—A(y)ouy—(yQ),A—<1 0

Puisque dét(A — AI) = A\? + 1, A admet +i comme valeurs propres. On vérifie que v = ( ! ) est un vecteur

1
propre de valeur propre i : A(v) =i-v. Il en suit que ¢(t) = €'’ - v est solution; en effet :

cos(t) sin(t)
linéairement indépendantes; elles forment donc une base des solutions réelles de I’équation.

Donc Re(e''v) = (sm(t)) et Im(e'lv) = (cos(t)) sont solutions réelles, et on vérifie qu’elles sont

3.3 Equations linéaires d’ordre n a coefficients constants
Il s’agit de I’équation:
(3-1) 2™ 4az™ V4. 4a,2=0 , a;ERoua; €C

On ramene cette équation d’ordre n a un systeme d’équations d’ordre 1 par la procédé général décrit au §1.
On pose:
p=z , yp=2 , yp=z"""
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et on obtient le systeme équivalent:

YI=Y2 o Yr3=Ys 5 s Yno1=Un
Yp = —@1Yn — Q2Yn—1 =+ — ApY1
soit, sous forme matricielle:
0 1 0 0
0 o 1 ... 0
(3-2) y=Ay , A= '
0 0 1
_an PRI _al

Si(t) = (p1(t),...,on(t)) : R = R", respectivement ¢ : R — C", est une solution de (3-2) avec condition
initiales ¢(to) = yo = (Yo1,- - -, Yon ), alors la premieére composante 1 (t) de ¢(t) est solution de 1’équation de
départ (3-1), et les conditions initiales peuvent s’écrire:
/ (n—1)
e1(to) =yo1, ¢1(to) = %oz, -+, 1 =Yon
Les solutions forment donc encore un espace vectoriel de dimension n (respectivement sur R ou C). Aussi,
on peut parler de la complexifiée de ’équation (3-1) dans le cas ol a; € R, ce qui revient & regarder les a;
comme des complexes a partie imaginaire nulle.
A une équation du type (3-1) on associe le polynome a coefficients réels (respectivement complexes):

pA) = A"+ o N a4t

que l'on appelle polynome caractéristique de 1’équation. On voit facilement que p(A) = dét(A — AI), ou A
est la matrice de (3-2) et I denote la matrice de I'identité. Que 'on soit dans le cas a; € R ou a; € C, on
considere les racines complexes distinctes \; € C, i = 1,...,m et on dénote par «; la multiplicité de A;. On
aura alors:

pA)=A=A) - A=2n)* , NeC , ap+-—+an=n

Le théoreme suivant donne une description compléte des solutions de ’équation (3-1) (ou de sa complexifiée)
a partir des racines du polynéme caractéristique et de leur multiplicité.

Théoréme 3.5 Supposons que le polynome caractéristique p(\) de l’équation
2™ 4 gz 4.4 anx =0 s’écrive sous la forme

pA)=A=A)" - (A=Xp)* . NeC , N #FA\ pouri#j

Alors les n fonctions '
tert | 0<j<a—1 , i=1,...,m

forment une base du C-espace vectoriel des solutions de l’équation.

Preuve: A tout polynome g(\) = Z?:o beA’ on peut associer une application linéaire ¢(D) de I’espace
C>®(R,C) des applications C* de R dans C, dans lui-méme, en posant:

k
a(D)(p) = 3 b
=0

Si l'on désigne encore par D : C*°(R,C) — C>*(R, C) opération de dérivation, on peut encore écrire ¢(D) =
Z?:o beD?, o D° = I = identité. On voit que D - ¢(D) = q(D) - D, et de la on déduit que si r(\) est un
autre polynome, ¢(D)r(D) = r(D)q(D). En particulier, pour tout i = 1,...,m on peut écrire:

p(D) = ¢i(D)(D = NI)* ot gi(A) = [J(A— )™
JFi
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Notre équation peut s’écrire:
p(D)(z) =0
Vérifions que les fonctions t7e?t, 0 < j < a; — 1 sont solutions de I’équation. Du fait que
(D — NI)(tPerit) = jti=terit I\ eit — Ntiehit = jti—terit s> 1
et (D — N\I)(elit) = \erit — \;erit =0 on déduit que

(D= NDY (et =0 sij<a;—1

et donc
p(D) (e ") = qi(D)(D = N I)* (HeX') =0 sij<a;—1

Reste & voir que les /et 0 < j < a; — 1, i = 1,...,m sont linéairement indépendantes, c’est-a-dire que s’il
i L . 4T eNit — R i 4
existe a; ; € C tels que ZOSj<ai i<i<m @i jt’ert =0, alors a;; =0V, j. Or

Z aiﬁjtjekit: Z Pi(t)e)"it

0<j<a;,1<i<m 1<i<m
N ) _ 4] ~ 5. ) s . ,
ot les Pi(t) =3, <j<a, @i,;t7 sont des polynomes. L’indépendance linéaire de ces solutions résultera donc

du lemme ci-dessous.
q.e.d.

Lemme 3.6 Soient \1,...,A\y € C, \; # \j sii # j, et soient P;(t) des polynémes a coefficients dans C. Si

alors P;(t) =0 pour tout i = 1,... k.
Preuve: Par induction sur k. Si k=1, I’égalité
P(t)eMt =0

entraine P (t) = 0, parce 'exponentielle ne s’annule jamais.
Supposons k > 1 et montrons que si le résultat est vrai pour k — 1 il I'est aussi pour k. Dans 1’égalité

k
ZPi(t)e)”t =0
=1
divisons par e*?. On obtient:
k
(3-3) Pi(t)+ > Pi(t)ert =
i=2

oupr; =N —A,1=2,...,k. Onaque u; #0,i=2,..., ket p; —p; # 0sii# j. En dérivant (3-3) on
obtient:

k
PI(H) + 3 _(u:Pi(t) + P ()" =0

et en dérivant /-fois on obtient une égalité de la forme:

k

(3-4) PO+ D (uEPi(t) + Qit))e ! =0

=2
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ol Q;(t) est un polynéme de degré strictement inférieur au degré de P;(t) si P; # 0. Si l'on prend ¢ =
degré(Py) + 1 on aura que Py(t)) = 0 et il suit alors de (3-4) et de hypothese d’induction que

PP+ Qi) =0, i=2,... .k

Puisque @; doit étre de degré strictement inférieur au degré de P;, on a que P, = 0, ¢ = 2,...,k, et en
remplacant dans (3-4) on voit que P; = 0.
q.e.d.

Remarque 3.7 Le théoreme 3.5 nous donne en fait les solutions & valeurs dans C de I’équation, méme si
I'on est dans le cas ou les coefficients a; sont réels. Dans ce cas on peut trouver une base de ’espace vectoriel
Sk des solutions réelles de la maniére suivante; si les a; sont réels, les racines du polynome caractéristique
peuvent étre énumérées ainsi :

Alaxla"'a)‘kaxk;)‘k+1a"'a)‘h

avec \j # \i, i =1,.. ket Ay € R i=k+1,...,h. On pose encore a; = multiplicité de A;, et on remarque
que la multiplicité de A est égale a la multiplicité de A, de sorte que

n=2(ar 4+ ) + g £+
On sait d’apres 3.3 que S est engendré par
Re(t/eMit) . Im(tiert)

H _ _ Z:17ak ) Ogjgaz_l
Re(t/eMit) , Im(terit) = —Im(tieM)

et tleMt i=k4+1,...,h
11 suffit donc de prendre les n fonctions
Re(tierty | Im(tPe™t) | i=1,...,k,0<j<a; —1
Nt i=k+1,...,h,0<j<a;—1
pour engendrer Sg; comme cet espace est de dimension n, cette derniere liste de fonctions est une base de

Iespace vectoriel Sg.

Définition 3.8 Soit A € C. On appelle quasi-polynéme de degré ¢ et d’exposant A\ toute fonction de la
forme P(t)e*, ot P(t) est un polynome de degré au plus ¢ i coefficients complexes. On denote par Qf le
C-espace vectoriel de ces fonctions.

On parle de quasi-polyndme réel si X et les coefficients de P(t) sont réels.

Notons que Qg\ admet comme base les £+ 1 fonctions: e, teM, ..., t‘e*. Le théoreme suivant permet de
ramener la construction d’une solution particuliere d’une équation linéaire d’ordre n dont le second membre
est un quasi-polynéme a la résolution d’une équation (algébrique) linéaire.

Théoreme 3.9 L’équation
(3-5) 2™ 4 a2 4o pana = eMb(t)
ot b(t) est un polynome de degré ¢ a pour solution particuliére un unique quasi-polynome de la forme

tVe(t)eM

ot c(t) =co+cy-t+-+co-t est un polynéme de degré £ et v est la multiplicité de X en tant que racine
du polynéme caractéristique de I'équation (3-5): p(t) = t" +art" L + -+ a, (si X\ n'est pas une racine de
p(t), on pose v =10). Plus précisément, l’equation linéaire

p(D)(t"e(t)e™) = eMb(t)

dans laquelle les inconnues sont les £+ 1 coefficients cqg, ..., ce de c(t), est de rang mazimum.
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Ce theoreme est une conséquence immédiate du lemme suivant:

Lemme 3.10 L’application linéaire
p(D) : Q5 — QS

est surjective et son noyau est:

v—1
Ker(p(D)) = { 3 ¢;t7 e ‘ 0<j<v—1,a6eC
j=0
Preuve: Puisque
i At = teM LI NeM s >0
(3-6) D(t/eM) = J
et sinon

on a bien que p(D) envoie Q4 dans lui-méme.
Supposons d’abord que p(\) # 0 et essayons de décrire la matrice de p(D) : Q5 — Q¥ dans la base

e ter, . .. theM. Tl suit de (3-6) que la matrice de D s’écrit:
* e *
p=|" -
0 0 A
d’ou on voit que 4
A % *
pi—|? 0
0 0o X
et donc
p(A)  * *
po)=| Y .
0 - 0 pQ)

Il s’en suit que dét(p(D)) # 0, et donc p(D) est un isomorphisme, ce qui démontre le lemme dans ce cas.

Si v > 0, on peut écrire p(D) = ¢(D)(D — AI)¥, o ¢(t) est un polynéme de degré n — v, avec g(A) # 0.
D’apres la premiere partie de cette preuve, g(D) est un isomorphisme, et il suit de 3.5 que le noyau de
(D — XI)” est engendré par les e*, 0 < j < v — 1. Puisque p(D) = ¢(D)(D — A\)” et que q(D) est un
isomorphisme, le noyau de p(D) et celui de (D — AI)¥ coincident, et le lemme en suit aussitot.

q.e.d.

Exemple 3.11 Considérons I’équation
3-7 "y =te
Y Y

Ici A =1, p(t) =t> —1et p(1) =0, avec v = 1. D’aprés 3.9 on a une solution particuliere ¢(t) de la forme:
o(t) = te'(co + c1t)

On a :
¢/(t) = et (CO + Cot + 261t + Cltz) et QS”(t) = Gt (200 + 261 + (CQ + 4Cl)t + Clt2)

En remplacant dans (3-7) on obtient le systeme de 2 équations linéaires:
ey =1 , 2¢0+2c1=0

d’ont T'on tire que ¢; = 1/4, ¢ = —1/4 et donc ¢(t) = tel(t — 1)/4. Pour avoir le systéme complet des
solutions, il faut ajouter & ¢(t) une solution quelconque de I’équation homogene y” — y = 0.
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3.4 Systemes linéaires a coefficients constants

Considérons 1’équation
(3-8) y'=Ay)

on A € M(n,n,R) ou M(n,n,C). Soit ¢ : R — R™ (resp. C™) une solution et supposons qu’elle soit
indéfiniment dérivable. En dérivant (3-8) et en substituant on obtient:

P'(t) = AP'(t) = A(A(p(t) = A%(p(1))
0 = A*(p(t))
oit A¥ = A... A est le produit matriciel de A k-fois avec elle-méme. La série de Taylor de () en to s’écrit
k—fois
donc, en posant ¢(tg) = yo:
1

k!Ak(yo)(t —to)* + -

Yo + A(yo)(t —to) + %AQ(yO)(t —to) 2+ A+

ce qui ressemble & la série de Taylor d’'une exponentielle (c’est méme exactement le cas pour n = 1). Ceci
nous incite a généraliser la fonction exponentielle comme suit.

Proposition 3.12 Soit A € M(n,n,C). La suite

1 1
Sk(A)=I+A+§A2++EAk

converge dans M (n,n,C), uniformément sur toute boule {A | ||A|| < r}.
Preuve: Supposons que [|A| < r. Puisque ||A*|| < JA|l*, on a:
k+L

1 k1 1 k40 L h
2.9 B < A A < -
(39) e =l = g A+ g A = 2

Or la série de nombre réels Z;O:o %rh converge vers I’exponentielle ordinaire e, donc elle satisfait la condition

de Cauchy:
k42

1
Ve>0,3K. telque k > K. = Y —r <e V>0
h!
h=k
et en remplagant dans (3-9) :
Ve > 0, 3K, tel que k > K. = [|sge(A) —sp(A)]| <e VL£>0

ce qui veut dire que sy (A) satisfait la condition d’étre une suite de Cauchy uniformément en A, pour || A|| < r.
Puisque M (n,n,C) est complet (comme tout espace vectoriel normé de dimension finie), le résultat en suit

aussitot.
q.e.d.

La proposition précédente nous autorise a poser:
o0 1
A . h
e = lim si(A) = —A

et cela définit une application

e:M(n,n,C) — M(n,n,C) , Awset

que 'on appelle exponentielle de matrices. Notons que si A € M(n,n,R), alors e € M(n,n,R).
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Exemples 3.13

(1) Soient A € M(m,m,C) et B € M(n,n,C), et considérons la matrice de M (m~+n, m+n,C): <€ g)
A 0\ (4 o
0o B) \0 B
A 0 A
6 BL(e )

On vérifie aisément que

et de la il suit que

0 e
On en déduit que si Aq,..., A\, € C, 'exponentielle de la matrice diagonale :
A O
0
. A,
est égale a
e 0 0
0o
. S
0 0 e

0 1

(2) Soit A= (0 .

). On vérifie que A? = 0, et donc

2
4 (10 0 1\, 1/0 1 (11
6_(0 1)*(0 0>+2! 0 o) 0+t =1{o 1
0

De méme, si N € M(n,n,C), et N*¥ =0, alors

Nk—l

N_ T4 N+...
e + N+ +(k71)!

Dans I'exemple (1) on voit que 'exponentielle d’une matrice diagonale se ramene a ’exponentielle ordinaire.
Dans 'exemple (2) il en va tout autrement : Uexponentielle d’une matrice nilpotente (i.e. dont une puissance
est nulle) se calcule par un nombre fini d’opérations d’addition et multiplication.

Une propriété importante de '’exponentielle ordinaire est de transformer la somme en produit: e®
e®e?. Cela reste vrai si on remplace a et b par des matrices A et B qui commutent (mais ce n’est pas vrai
en général, voir plus loin 'exemple 3.18) :

b _

Proposition 3.14 Soient A, B € M(n,n,C) et supposons que
AB = BA

Alors

L’essentiel de la preuve est contenu dans le lemme suivant, de nature plutot technique :

Lemme 3.15 Soient {A;},_, . et {Bj},_y ., Ai,Bj € M(n,n,C) deuz suites de matrices. Alors si

oo oo
D Al <ocet > |IB; < oo
i=0 =0
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on a que
(Z&) SoBi|=>| > AiB;
i j=0 k=0 \it+j=k
Preuve: Posons
Wa=> | > AiBj| etwp= > |45
k=0 \i+j=k i+i=k

Puisque

Z > IIAillIBs] < (ZIA ||> ;;IIB;'I < (ilAH) ji::)”Bj” < oo

k=01i+j=k i=0

la suite W,, converge. D’autre part :

i,j>n i,j>n
i+j<2n i+j<2n

W?n‘(Z;Az) ZOBJ‘ H: Yo ABll< Y AdllBl
i= j=

< D MAlIB = Yo 1AlIB; ] = Ws, — W,

i+j<2n i+j<n
o W), =31 _,wk. Mais lim, .o (W3, — W},) = 0 puisque W, converge. Comme W,, converge, Wa, et W,
ont méme limite lorsque n — 0o, et on en déduit que lim, oo Wy, = (3,2, A4;) (E;io Bj).
g.e.d.
Preuve de 3.14. Pour commencer calculons (A + B)?
(A+B)*=(A+B)(A+B)=A*>+ AB+ BA + B?

et puisque AB = BA par hypotheése, on a que (A+ B)? = A2+ 2AB + B2, (mais si AB # BA cette formule
est fausse! — voir exemple 3.18). En fait, la formule usuelle du binéme de Newton se généralise, en procédant
par induction sur k et en utilisant que AB = BA:

(A+ B)* = zk: (k) APBF—P

ou (I;) = W Or d’apres 3.15 :

oo

<ii> <Z q') S Y HH Y X e =Y e

|
=0 p: q=0 k=0 p+q=Fk k=0 p+q=k k=0

et donc edef = eA+B,

g.e.d.
Corollaire 3.16 La matrice e? est inversible, ¥ A € M(n,n,C).

En effet, A et —A commutent, donc:

Par un changement linéaire de coordonnées on peut parfois ramener une matrice a une matrice dont
Pexponentielle est plus simple & calculer (par exemple une matrice diagonale), le lemme suivant nous sera
utile.
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Lemme 3.17 Si S € M(n,n,C) est inversible,
S(et)s = eSAST vAe M(n,n,C)

Preuve: En effet:

1 1
S(eA)S‘l:S(I+A+-~-+EA’“+-~-)S‘1:SIS‘1+SAS_1+---+ESA’“S‘1+---

et puisque (SAS™1)F = SAST1GAS1... SAS—! = SAkS—1,
— _ 1 _ k —1
S(eA)51=[+SA51+~-~+H(SAS N4z esasT

g.e.d.

11

Exemple 3.18 On veut calculer ’exponentielle de la matrice A = ( 0 2

>. On voit tout de suite que 1 et

2 sont des valeurs propres de A, et on calcule que les vecteurs propres correspondants sont (é) et (})

On pose alors S = (é }) et on a:

et donc

Notons que
1 0) (o 1) 10 0 1
(0 2 0o o)_(¢e O L 1Yy _ (e e (o 2)+(0 0)
‘ c _<0 e2)<0 1)~ o ) 7€
ce qui montre que I’hypothese AB = BA dans 3.14 est bien nécessaire.

Le prochain résultat généralise la formule de dérivation de 'exponentielle ordinaire: (e®*)’ = ae®.

Théoréme 3.19 Soit A € M(n,n,C) et t,to € R. On a:

(3-10) ') = el 4 = AetoA

t=tgo

i

Preuve: Soit h € R, h # 0. Alors puisque toA et hA commutent, d’apres 3.13 elto M)A = etoAchA ot donc:

p(toth)A _ toA _ o (ehA_I> _a <I+hA+2—fA2+---—I)

h h h

A2
:€t0A<A+h(?+...)>—>et0AA si h—0

et enfin, puisque A et tgA commutent, e®*? et A commutent aussi. J
q.e.d.

Corollaire 3.20 La solution mazimale de 'equation y' = Ay ayant pour conditions initiales (to,yo) a pour
exTpPression:

(3-11) p(t) = e (yo)
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Preuve: En effet, si on dérive le membre de droite de (3-11) en utilisant (3-10) on obtient:
p(t) = e (A(yo)) = Ael T (yo) = A(p(t))

et d’autre part o(to) = " (yo) = I(y0) = yo
g.e.d.

La résolution de y’ = A(y) se ramene donc au calcul d’une exponentielle de matrice.

/=0 Dw

Exemple 3.21 Considérons I’équation

Les valeurs propres de la matrice A = ((1) 3) sont les racines du polynome dét(A — A\I) = A% — \ — 2,
c’est-a-dire \y = —1 et Ay = 2. Les vecteurs propres correspondants sont (21) et <i>, donc si 'on
-1 0

_ _ t—t

pose S = (21 i), on aura que ST'AS = < 01 (2)>, o S~ =1 <i 21>. Puisque e( 0)( 0 2) =
ef(tftg) 0
0 o2(t—t0) la solution générale de I’équation de départ aura pour expression
56 (0 8) grigy = v L (@) 4 POy om0 2t
Yo 3 (_e—(t—tg)+€2(t—t0))yé+(e—(t—t0)+2€2(t—t0))y8

Le théoreme d’algebre linéaire qui suit est utile pour calculer I’exponentielle d’une matrice; nous ’admettrons,
sans démonstration.

Théoréme 3.22 (Théoréme de décomposition) Soit A € M(n,n,C) et soient A1, ..., A\, € C ses valeurs
propres distinctes, n; la multiplicité de \;, de sorte que le polynome caractéristique de A s’écrit :

pA()\) = dét(A — /\I) = (—1)” H (/\ _ )\i)m

i=1,..k
etny +---+ngp =n. Posons :
Vi=FKer(A—XNI)" | i=1,...,k
Alors on a :

i) Les V; sont invariants par A : siv € V;, alors A(v) € V;.

ii) V; est de dimension n; et V; N V; = {0}, pour i # j, de sorte que

c'= P v

i=1,...,k
|
Il en suit que si I'on choisit une base e;,...,e, de C" de sorte que eq,...,e,, soit une base de Vi,
€ny+1s- - -5 Eny+n, Une base de V3, et ainsi de suite, la matrice de 'application linéaire associée a A dans cette
base s’écrit :
Ay, 0 -+ 0

0 . .0
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ol A; est la matrice de A|V; : V; — V;. Posons N; = A; — \;I, de sorte que A = N\, + N;, et N/ =0;0on a:

elt=to)Ar o ... 0
p(t—to)A _ 0 0
: . . 0

0 oo 0 elt—to) Ak

et puisque \;I et N; commutent :
n;—1
elt=to)di — gl=to)Xi (] 4 4N, 4 ... 4 —(t —to) Nv‘ni_l

Siv=wv+--+uv €C" avec v; € V;, la solution de I'équation y' = A(y) avec condition initiale (¢g,v)
s’écrit donc sous la forme :

k
t—to)™ it
olt) = 3 et <I+tNi IS Gl it NZ”I) (vi) =Y et Py(t)

R |
i=1 (nz 1)' i=1

ou P;(t) est un polynéme en ¢ de degré au plus n; — 1, a coefficients des vecteurs de V;.
Plus précisément, on a démontré le résultat suivant :

Théoréme 3.23 Les solutions de équation y' = A(y) sont de la forme :

k

p(t) = el p()

i=1

ot P;(t) est un polynome a coefficients des vecteurs de V; de degré exactement :
degré(Py(t)) = inf{& > 1| Nf = o} ~1
Ce degré est au plus égal a la multiplicité de \; moins 1.

3.5 Equations d’ordre deux a points singuliers réguliers

Considérons 1’équation :

(3-12) ao(t) -y +ar(t) -y +ax(t) -y =0

ot ag(t), a1(t) et as(t) sont des fonctions analytiques (i.e. développables en série au voisinage de tout point),
définies pour ¢ dans un intervalle I C R. On dit que ¢y € I est un point singulier de cette équation si

a(ty) = 0. Posons :
_ m(t) _aft)
P(t) - ao(t) ) Q(t) - ao(t) 9

alors I’équation
(3-13) y'+P(t) Y +Qt) y=0

est définie et a les mémes solutions que (3-12) en dehors des points singuliers. Il suit de 2.4 que les solutions
maximales sont définies sur tout intervalle contenu dans I ne contenant pas de point singulier, et sur un tel
intervalle elles forment un espace vectoriel de dimension 2 d’apres 3.1.

On dit que le point singulier ¢y est régulier si les fonctions

(t—to)- P(t) et (t—to)*-Q(t)

sont analytiques au voisinage de .

En quelque sorte, les points singuliers réguliers sont singuliers, mais pas trop. Nous verrons dans ce qui
suit comment décrire des solutions de I’équation (3-13) au voisinage des points singuliers réguliers a 'aide
des développements en série de (¢ — tg) - P(t) et (t —t9)? - Q(t) au point t5. On commence par I’équation
d’Euler, qui est un cas relativement simple, puis on passe au cas général.
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L’équation d’Euler

Il s’agit de I’équation
(3-14) 2y +a-t-y +8-y=0

ol « et 3 sont des constantes. On vérifie immédiatement que ¢t = 0 est un point singulier régulier. Cherchons
une solution au voisinage de ce point, tout d’abord pour ¢ > 0, de la forme :

p(t) =1
ol 7 est une valeur a déterminer. On a :
Pty=r-t"1 . Q) =r(r—1)t"?
et en remplacant dans (3-14) :
rir=1)-t2 " 2 4a-t-r-t" 45" =0

ce qui se ramene a l’équation :
Firy=r(r—1)+ar+p=0
qui s’appelle équation indicielle. Les solutions sont :

—(a—1)++(a—1)2—-4p T_—(ozfl)— (a—1)2—4p
2 CT 2

r =

Trois cas se présentent :

(1) (a—1)%2 =48 > 0. Dans ce cas 71 et 73 sont réels, distincts. Alors ¢ et ¢" sont des solutions et on
vérifie qu’elles sont linéairement indépendantes.

(2) (@ —1)2—48 < 0. Dans ce cas, si r = A+ - u est I'une des racines de 1’équation indicielle, p # 0 et
l'autre est A —7-pu. On a:

¢ = P +imlog(®) — t*(cos(p - log(t)) + i sin(u - log(t)))
et en prenant les parties réelles et imaginaires on obtient les deux solutions linéairement indépendantes :
t*cos(p - log(t)) , t*sin(u -log(t))
(3) (a« —1)2 — 48 = 0. Dans ce cas on obtient seulement la solution ¢". Mais F(r) = (r — r1)?, donc

F(r1) = F'(r1) = 0 et si on considere ce cas comme cas limite des précédents, cela suggere de dériver
t" par rapport a r pour obtenir une deuxieme solution. Posons :

000) = (), = (loB(1) 1), —r, = log(t) - 1"

Pour vérifier que c’est une solution, définissons opérateur L sur les fonctions o(t) par :

H? 0
)=t 72 va-t- 22 +6-¢

ot ot
et remarquons qu’il commute avec I'opérateur %; ainsi :
ot" 0 0
L@ﬂ:—LT:—TF — 1" log(t) - F L
) = £ (L) = (7 F () = ¢ log(t) - F(r) + 7 F'(r)

et si on pose r = 71 cette derniére expression est nulle, ce qui montre bien que ¥(t) = log(t) - t"* est
une solution, dont on vérifie facilement qu’elle est linéairement indépendante de ¢"*.

Pour lever la restriction que ¢t > 0, il suffit de remplacer dans les solution ci-dessus ¢ par |t].
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Le cas général

On se place dans le cas d’une équation d’ordre deux a point singulier régulier en ¢ = 0, soit :
y'+P(t) -y + Q) y

ot t- P(t) = a(t) et 2 - Q(t) = B(t) sont développables en série au voisinage de ¢t = 0. On a donc :
oo o0
oz(t):Zoak-tk , ﬁ(t)zZﬁk-tk , pour |t|<p
k=0 k=0
et I’équation peut s’écrire :

(3-15) 2oy +t-at) -y +B(t)-y=0

On travaille de nouveau avec t > 0 pour commencer; on va chercher une solution de la forme
oo
p(t)=t"-Y cp-tF
k=0

ol ¢y # 0 (sinon on devrait remplacer r par r + 1...). Il s’agit donc de déterminer r et les coefficients c.
Pour cela, remplacons dans (3-15) :

0o 0o k
o= e 80 p) =30 (Y e By
k=0 k=0

j=0
o] o] k

G =Y e (ktr) T tea() () = Y (e apy - (G4 1))
k=0 k=0 j=0

@f'(t):ch-(k—i—r)-(k—k?‘—l)-tk“*? ’ t2-go”(t):ch~(k+r)-(k+r—1)~tk+r
k=0 k=0

et en remplacant dans (3-15) on obtient :

k k

tT{Ztk{(k—i—r)(k—i—r—l)wk—l— (ch -ak,j-(j—i—r)) —|—ch -ﬂk,j}} =0
k=0 j=0 Jj=0
ce qui s’écrit encore :
[e%S) k
# {0 =)+ a0 r+B) eot Y|k (k= 1) et D (G +7)anmy +Biy) s} =0
k=1 j=0

Si 'on pose
Firy=r(r—=1)+ap-r+ o

en annulant les coefficients de t* dans # on obtient les équations :
F(r)y=0
que l'on appelle encore équation indicielle, ainsi que

k1
(3-16) F(r+k)-c,+ Z[(] +r)ag—; + Pr—j] - ¢; =0
=0

Choisissons ¢g # 0. Soient r; et ry les racines (éventuellement non réelles) de 'équation indicielle, numérotées
de sorte que la partie réelle de r; soit au moins égale & celle de ro; cela assure que F'(r1) = 0, mais F'(r1+k) # 0
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pour tout entier positif k. On peut alors résoudre les équations (3-17) dans lesquelles on a remplacé r = 7y,
par induction sur k, pour exprimer ¢ en fonction des «; et 3;, 7 < k.
On peut montrer, mais nous ne le ferons pas ici, que la série Z,;“;O cpt® ainsi trouvée converge, sur le
méme domaine |t| < p que les séries de «(t) et 3(t) (voir par exemple [9][chap. 5, sec. 31, appendix A].)
Sit < 0, en posant ¢(t) = (—t)" Y ;= cxt® et en remplagant dans (3-15), on trouve le méme systéme
d’équations (3-17) pour les ¢;. On trouve ainsi une premiere solution de (3-15) sous la forme :

(oo}

() = [t -t

k=0

Si on suppose en plus que r; — ry n’est ni zéro, ni un entier positif, on obtient une deuxieme solution en
remplacant r = o dans (3-17); si on choisit & nouveau ¢, # 0 et on appelle ¢}, k¥ > 1 les solutions de (3-17),

la fonction -
oo =S
k=0
est une deuxieéme solution de (3-15), linéairement indépendante de o1(t).
Exemple 3.24 (L’équation hypergéométrique de Gauss) Il s’agit de ’équation :
(3-17) tl—t)-y"+c—(a+b+1)t]-y —ab-y=0

ou a, b, c sont des constantes. On peut la mettre sous la forme :

c—(a+b+ 1)t __ab

y' +Pt)-y+Q() - y=0 avec P(t)= i ,

et donc t =0 et t = 1 sont des points singuliers. On a :
(3-18) a(t)=t-P{t)=[c—(a+b+ D1 +t+t>+---), B(t) =t Q(t) = —abt(1 +t+t* +--)

d’ou 'on déduit que t = 0 est un point singulier régulier. On montre de maniére semblable que ¢t = 1 est un
points singulier régulier. On va se concentrer sur ¢t = 0; on déduit de (3-19) que ag = ¢, By = 1 et I'équation
indicielle s’écrit alors :

r(r—1)+c-r=20

et les racines sont r; = 0 et ro = 1 — ¢. Supposons que ¢ ne soit pas un entier négatif ou nul. Ce qui précede
montre alors que l'on a une solution de (3-18) de la forme :

o0 o0
p(t) =10 ot = et
k=0 k=0

ou les ¢, peuvent étre déterminés en remplagant y = ¢(t) dans (3-18). Cela nous donne :

(t—=1)> k(k—Dept"™ +[e— (a+b+ 1)t ket —abd ert" =0
k=2 k=1 k=0

on en tire le coefficient de t*, k> 1 :
—k(k— 1D+ k(E+ 1)cgs1 — (a+ b+ Vker + c(k 4+ 1)cg41 — abeg, =0
et de la la formule de récurrence pour déterminer les ¢ :

k(k—1)+k(a+b+1)+ab  (a+k)(b+Fk)
(k+1)(c+ k) e+ (et k)

Ck+1 = Ck

Si on choisit ¢y = 1, on trouve :

_ab _ab(a+1)(b+1) _ab(a+1)(b+1) (a+2)(b+2)
a=c 2T 2(c+1) BT 2(c+1) 3(c+2)
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et alors al@+1)---(a+k—1bb+1)-(b+k—1)

k! cle+1)---(c+k—1)

C =

On pose

lala+1)---(a+k—=1bb+1)---(b+k—1)
(ath_1+Z cle+1)--(c+k—1) t*

et on 'appelle fonction hypergeometrlque . Notons que

F(1,b,b,t) Ztk

et on retrouve donc la série géométrique de raison ¢ (qui converge pour |t| < 1). Pour d’autres valeurs de a,
b et ¢ on retrouve toute sorte de fonctions intéressantes. Si a ou b sont des entiers négatifs ou nuls, c’est un
polynéme, puisque tous les termes d’ordre supérieurs ou égaux a |a| ou |b| sont nuls.

4 Equations non linéaires : stabilité

Soit £ : U — R™ un champ de vecteurs C*>°. On dit que xg € U est un point d’équilibre, ou point critique,
si &£(xg) = 0, auquel cas 'application constante ¢ : R — U, ¢(t) = xg est solution de I’équation différentielle
associée au champ & : ¢'(t) = 0 = £(p(1)).

Définition 4.1 On dit que le point d’équilibre zy du champ de vecteurs £ est stable si pour tout R > 0 tel
que B(zo, R) C U il existe r(R), avec 0 < 7(R) < R, tel que si ¢ : I — U est une solution maximale de
léquation associée au champ ¢ telle que il existe ty € I avec [|¢(tg) — xo|| < r, alors [|p(t) — 29| < R pour
tout ¢ > tg.

Si c’est le cas, alors il suit du théoréme 2.13 que I D [tg, +00].

On dit que xg est un point d’équilibre asymptotiquement stable si de plus il existe rg, avec 0 < rg < R
tel que si ¢ : I — U est une solution maximale et il existe tg € I tel que |[p(to) — zo|| < 7o, alors

i (o(1)) = 2o

Dans le cas d’un champ de vecteurs linéaire {(x) = A(x) sur C", A € M(n,n,C), lorigine est toujours un
point d’équilibre : £(0) = A(0) = 0. On déduit immédiatement du théoreme 3.23 :

Théoreme 4.2 Soit A € M(n,n,C) et soient \;, i = 1,...,k les valeurs propres distinctes de A, n;,
i=1,...,k leur multiplicités. Alors :
i) le point critique 0 € C™ est asymptotiquement stable < Re(X\;) < 0,Vi=1,...,k

i1) le point critigue 0 € C™ est stable < Re(\;) <0,Vi=1,...,k et si Re(\;) =0, alors l’espace propre
associé a \; est de dimension n;.

Preuve: Rappelons que si z = x + iy, x,y € R et i = /—1, alors |e*| = e”.
Soit ¢(t) la solution maximale de condition initiale (0, xq), avec g = v1+- - +vg, v; € V; = Ker(A—\;I)™
D’apres 3.23 :

Ea

lle(t) Z OOt Pi(n)]

Si Re(\;) < 0Vi = 1,...,k cette expression tend vers 0 pour ¢ — oo, car l’exponentielle domine tout
polynéme pour ¢ — oo; on a donc stabilité asymptotique. Si Re(X;) < 0, et Re(A;) = 0 = 'espace propre
associé a \; est de dimension égale & la multiplicité de \;, alors P;(t) = v;, donc cette expression est bornée
par

k
> Nl
i=1
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1.4+

1.2+

0.8+

038 1 12 14
Figure I11.9: Trajectoires de I’équation prédateur-proie, aveca =b=c=d =1

pour ¢ assez grand et on en déduit que 0 est un point critique stable.
S’il existe j avec Re(A;) > 0, prenons v; € V;\ {0}, et soit ¢(t) la solution maximale de condition initiale
(0,v,). Alors
)\. .
le®)] = "R = 1B @) =0

et comme v; # 0, Pj(t) = vj+--- # 0, ce qui fait que ||, (t)|| ne tend pas vers 0 pour ¢ — 0o, donc on ne peut
avoir stabilité asymptotique. Si ’espace propre de \; est de dimension strictement inférieur a la mutiplicité
de A;, il existe v; € V; qui n’est pas vecteur propre, et dans ce cas P;(t) = v; +t (A — A\ I)(v;)+- -+, ce qui
—_————
#£0
fait que ||(t)]] > || Pj(t)|| — oo sit — oo, donc on n’a pas stabilité.
q.e.d.

Dans le cas n = 2, on a examiné au § 11.1.2 tous les comportements possibles de champs de vecteurs
linéaires, qui confirment le théoreme ci-dessus.

Un exemple non linéaire est fourni par I’équation de Lotke-Volterra [10], ou équation prédateurs-proies,
qui décrit Iévolution de deux especes d’étres vivants en cohabitation, 'une (les proies — par exemple des
lapins) ayant & disposition autant de nourriture que nécessaire, 'autre (les prédateurs — par exemple des
renards) se nourrissant exclusivement de la premiere espece. Si z(t) et y(t) décrivent le nombre d’individus
de la premiere, respectivement la deuxieme espece, une bonne approximation de 1’évolution est décrite par
le systeme d’équations :

2’ =x(a — by)
(4-1) {y':—y(c—dac) , a,b,e,d>0

En effet, en absence de I'autre espéce, la premiere croitrait avec un taux positif : 2’ = az; mais ce taux est
diminué proportionellement au nombre de prédateurs, d’on 2’ = z(a — by). D’autre part, si les prédateurs
sont seuls, il dépérissent avec un taux constant : ¢y’ = —cy; par contre, en présence des proies ce taux est
augmenté proportionellement & leur nombre, d’ott ¥’ = y(—c + dz).

Les seules conditions initiales qui ont un sens sont dans le premier cadran. A part (0,0), le seul point
critique est P = (c¢/d,a/b). L’équation (4-1) n’admet pas de solution explicite; par contre, elle admet
une intégrale premiere, c’est-a-dire une fonction qui est constante sur les trajectoires. En effet, si ¢(t) =
(z(t),y(t)) est une solution, alors

a'(t) = x(t)(a—by(t)) . y'(t) = —y(t)(c—du(t))
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a'(t x(t) a—by(t c a
- y8 =0 —y(ig - (% - d) vi= (_ﬁ ' b) v
et en intégrant des deux cotés de la derniere égalité on obtient que :
c-log(z(t)) —d-z(t) = —a-log(y(t)) + b-y(t) + C
ou C' est une constante qui dépend de la trajectoire. En d’autre termes, la fonction
F(z,y) =c-log(x) —d-x+a-log(y) —b-y

est constante sur les trajectoires. D’autre part, on calcule que dFp = 0 et que la matrice des deuxiemes
dérivées partielles en P s’écrit : 2
—d
c
0 P

On peut déduire de la que la fonction F' elle-méme, apres changement de coordonnées au voisinage de P
de la forme 2'(z), y/(y), s’écrit : —(z' — ¢/d)? — (y' — a/b)?; on voit ainsi que les ensembles F' = C sont
difféomorphes a des cercles concentriques.

Dans les deux paragraphes suivants nous allons établir des méthodes pour examiner la stabilité de points
critiques de champs de vecteurs non nécessairement linéaires.

4.1 Méthode directe de JIsmynos (1892)

1
Définition 4.3 Soit zg € U, U C R™ un ouvert, f : U — R une fonction continue, avec f(zo) = 0. On dit
que :
(1) f est définie positive (respectivement négative) si f(z) > 0 (respectivement f(z) < 0) Vo € U, x # x¢
(2) f est semi-définie positive (respectivement négative) si f(z) > 0V € U (respectivement f(x) < 0).

Soit maintenant £ : U — R™ un champ de vecteurs, avec {(z9) = 0. Si L : U — R est une fonction de classe
C!, on définit une nouvelle fonction L¢ : U — R, appelée dérivée de L dans la direction &, par :

n

Le(z) = Z

Définition 4.4 On dit que L : U — R, de classe C*, est une fonction de Liapounov pour € si L(zg) = 0 et :
(1) L(x) est définie positive
(2) Le(z) est semi-définie négative.

Remarquons que si L est une fonction de Liapounov pour &, et ¢(¢) une trajectoire de &, alors :

(L(p(1))) = Le(p(t)) <0

et donc L(p(t)) est décroissante. Si de plus L¢(x) est définie négative, alors L(p(t)) est strictement décrois-
sante.

Théoréme 4.5 (Théoréme de stabilité) Soit £ : U — R™ un champ de vecteurs, xg € U, &(xg) = 0, et
soit L une fonction de Liapounov pour §. Alors :

1La transcription en caracteres latins est généralement ”Liapounov”, dans les textes en francais, et ”Lyapunov”, dans les
textes en anglais
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i) xo est un point d’équilibre stable de £
it) si de plus L¢(x) est défini négative, alors xo est asymptotiquement stable.

Preuve: Soit R > 0 tel que B(zg, R) C U et soit Cr = {x € R" | ||z — x¢|| = R}. Posons :
m =inf{L(z) | z € Cr}
et remarquons que m > 0. Puisque L est continue et L(xzo) = 0, il existe r(R) tel que
|z — 2ol < r(R) = L(z) <m

Si p(t) est une trajectoire de &, et ||¢(tg) — xo|| < 7(R), alors L(p(tg)) < m, et donc L(p(t)) < L(p(tg)) < m,
Vit > to. Donc ¢(t) ¢ Cr pour t > tg, et alors ||¢o(t) — zo|| < R pour t > tg, ce qui montre que zg est stable.

Pour ii), montrons d’abord que L(¢(t)) — 0 pour ¢ — oo. Puisque L(p(t)) > 0 décroit, on peut
poser ¢ = limy_.o L(p(t)). Si € > 0, soit v < r, ' > 0, tel que ||z —xo|| < ' = L(z) < ¢; alors
" < |lp(t) — xo|| < R pour t > ty. Soit :

p=—sup {L¢(x) | ' < [l — 20| < R}

de sorte que L¢(x) < —psir’ < ||z — xol| < R. Puisque L¢(z) est définie négative, pn > 0. Alors pour ¢ > ¢ :

L(p(t)) = Lig(to)) + / Le(p(s)) ds < L((to)) — plt — to)

to
S—p
mais L(p(to)) — p(t —to) < 0 pour ¢ assez grand, ce qui contredit que L est définie positive. Montrons enfin
que :
lim L(e(t)) =0 = flim o(t) = xo
L — OO

t—o0

Soit € > 0 et posons
me =inf{L(2) | ¢ < lo — w0l < R}

puisque lim;_ o (L(p(t)) = 0, il existe T > to tel que
t>T. = L(p(t) < m.

Or ¢o(t) € {z||lz —=zo|| < R} et si t > T, L(o(t)) < m. = o(t) ¢ {x]ec < ||z —a0|| <R}, et donc
o(t) € {z [ ||z —zol| < e}
g.e.d.

Dans la méme veine, on a le

Théoréme 4.6 (Théoréme d’instabilité) Soit & : U — R™ un champ de vecteurs, xo € U, £(x9) =0, et
soit L une fonction de classe Ct, avec L(xg) = 0. Supposons que :

i) pour tout r > 0 il existe v, € U avec ||z, — ol <7 et L(x,) >0

ii) Le¢(x) est définie positive dans un voisinage de x.

Alors le point d’équilibre xo n’est pas stable.

Preuve: La démonstration est semblable a celle de 4.5.

On va montrer que si Ry > 0 est tel que B(xg, Ry) C U, alors quel que soit 7 < Ry, il existe une solution
maximale ¢(t), avec ¢(tg) € B(wg,r), mais ¢(t) ¢ B(wo, Ro) pour t assez grand.

En effet, pour tout » < Ry, par hypothése on peut trouver x, € B(zq,r) avec L(z,) > 0. Soit ((t) une
solution maximale avec ¢(0) = ,; si elle reste dans la boule B(zg, Ry) pour ¢ > 0, cette solution est définie

pour tout t > 0 et alors :
t

(+2) Lip(t) - L(s(0) = | Lelp()ds >0

0
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ce qui entraine qu’il existe p > 0 tel que ||p(t)|| > p, VE > 0, sans quoi on contredirait (4-2), et p < r. Posons
alors :
m=inf{Le | p < o — w0l <}

et remarquons que m > 0. Mais alors :

L(plt) = Le(0) = | Lelpls))ds = m-t

et donc L(p(t)) n’est pas bornée, donc ¢(t) non plus.

Exemples 4.7

(1) Soit &(z,y) = (—y — 2,2 — y?), 2o = (0,0). Posons L(z,y) = 2% + y?%; alors L¢(z,y) = 22(—y — 23) +
2y(z — y*) = —2(2* + y*). Puisque L est définie positive et L¢ est définie négative, (0,0) est un point
d’équilibre asymptotiquement stable.

(2) Soit &€ = (x + 23, —y — y3), o = (0,0). Posons L(x,y) = 22 — y*. Alors
Le(z,y) = 2z(x 4+ 23) — 2y(—y — v®) = 2(2® + y* + 2* + y?) est définie positive, et L(R,0) > 0 pour
tout R > 0, x¢ n’est donc pas stable.

(3) Si F désigne l'intégrale premiere de 1'équation de Lotke-Volterra que l'on a trouvée a la fin du §
précédent, la fonction L(z,y) = —F(x,y) + F(P), ou P = (¢/d,a/b) est le point critique étudié, peut
étre considérée comme fonction de Liapounov. En effet, le calcul que I'on a fait des dérivées deuxiemes
de F montre que F' possede un maximum local strict en P, et il en résulte que L est définie positive
sur un voisinage de P. D’autre part, puisque I’ est une intégrale premiere, on a que L¢ = 0.

4.2 Etudes de la stabilité des champs de vecteurs de R? par linéarisation

Si ¢ : U — R? est un champ C*> et x¢ un point d’équilibre, alors &(z) = d&,, (z — x0) + 7(x — 1), avec
limp—o(r(h)/ ||h]]) = 0. d&,, peut étre vu comme un champ linéaire, qui approche £ au voisinage de xo; on
I'appelle partie linéaire du champ £ en zg. Le prochain théoreme nous dit que dans certains cas la nature
d’un point d’équilibre xy d’un champ de vecteurs £ est la méme que celle de sa partie linéaire en xg.

Théoréme 4.8 Soit £ : U — R2? un champ de vecteurs C* et o € U un point d’équilibre. Soit A €
M(2,2,R) la matrice de la partie linéaire d&,, de & en xy. Alors :

(1) si les parties réelles des valeurs propres de A sont strictement négatives, xo est asymptotiquement
stable

(2) sl existe une valeur propre dont la partie réelle est strictement positive xo n’est pas stable.

Nous démontrerons seulement affirmation (1) de ce théoreme; la preuve de (2) est semblable.

D’abord il nous faut établir 2 lemmes.

On notera par (z,y) = z1y; + T2y le produit scalaire euclidien sur R? et par ||z|| = /2% + y2 la norme
associée. Soit ¢ : R? — R une forme quadratique; on dit qu’elle est définie négative si g(z) < 0 Vz # 0.

Lemme 4.9 Soit ¢ : R? — R une forme quadratique définie négative. Alors il existe v < 0 tel que :
q(z1,w2) < y(af +a3) V(x1,12) € R?
Preuve: Puisque ¢ est une forme quadratique, ¢(a - 2) = a? - ¢(x), Yo € R%. On pose
v =sup {q(e1,@2) | af +aF =1}

ot alors q(z) = |z a(z/ ||z])) < 7 - [l[*.
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Lemme 4.10 Soit A une matrice de l'une des formes suivantes :

(A0 ([ (A a B
A—<0 )\2>,)\1,)\2<0 0uA—<a M),u<OouA—(0 A),)\<0,0<a< 2

Alors la forme quadratique q(x) = (x, A(x)) est définie négative.

Preuve: Soit x € R?, z # 0. Dans le ler cas, (z, A(1)) = \2? + A\az3 < 0.
Dans le 2eme, ¢(z) = p(z? + 22) < 0.
Dans le 3eme :

Q(x):)\(xf—i—x%)—l—axl;@:A(xl_’_%@f_)\(%)?xg_’_)\x%:A(xl_’_%$2)2+)\(1_(%)g)xg
T

g.e.d.
Notons, comme on ’a déja vu dans la preuve de 4.5, qu’'une matrice de la forme A = <6\ E)\), avec
A a
0 A
de coordonnées de la forme e, = %/62; on peut donc toujours s’arranger ainsi pour satisfaire la condition
0 < a < —2\ dans le troisieme cas du lemme précédent.

b # 0, peut toujours étre mise sous la forme A = ( > avec b’ quelconque non nul, par un changement

Preuve de 4.8
Quitte a faire une translation, on peut supposer que xg = 0; d’apres 1.5, aprés un changement de base de
R?2, on peut supposer que A est de I'une des trois formes du lemme 4.10. Il existe donc v < 0 tel que

(z, Al2)) < y(a} +23)
On a que &(x) = A(x) +r(z), avec ||r(z)]] < e|lz| si ||z] < de. Posons L(z) = (x,x). Alors
Le(z) = La(z) + Ly (x) = 2(x, A(x)) + 2(z, r(x))
et d’apres 4.9
La(z) = 2(z, A(z)) < 2v|z|* , v<0
D’autre part :
Lo (2)] = 12z, r(2))] < 22| (@) < = |al* powr all <5_yyn ;

Donc si [|z]| < _, /9, alors Le¢(z) = La(x) + Ly(x) < ~ ||z||*; donc L¢(x) est définie négative et on peut

appliquer 4.5.
g.e.d.

Exemples 4.11
(1) Soit & = (zy + y,x + zy). Les points critiques sont P = (0,0) et @ = (—1,—1). D’autre part :

dw,y)(liy ”[”‘351) , dfp((l’ (1)) , de(_Ol 01)

Puisque les valeurs propres de d§g sont négatives, ce point critique est stable. Par contre les valeurs
propres de dép sont +1 et —1, donc P n’est pas stable.

(2) Soit &(z,y) = (—y + 22,2 + 3?). Ici, le seul point critique est (0,0); la partie linéaire de ¢ en ce point
-
nulles, et le théoréme 4.3 ne permet pas de conclure. En fait, si on pose L(x,y) = 22 + %2, on voit que
Le(z,y) = 2(2* + y*); puisque L est définie positive, ainsi que L, le théoréme 4.6 permet de conclure
que (0,0) n’est pas un point critique stable.

est et son polynome caractéristique A2 + 1. Les partie réelles des valeurs propres sont donc

11 faut remarquer que ce champ de vecteur a la méme partie linéaire en (0,0) que le champ de 'exemple
4.7(1), dont on a montré que (0,0) est un point critique asymptotiquement stable. On voit donc que
la partie linéaire ne permet pas de conclure lorsque les parties réelles des valeurs propres sont nulles;
par contre la méthode directe de Liapounov permet de conclure (dans ce cas au moins).
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4.3 Stabilité structurelle

Une famille de champs de vecteurs sur R? est une application € : Q — R?, ou © C R? x R* est un ouvert.
On note (z,v) € Q un point de €, avec z € R? et v € R*. v joue le role d'un paramétre : pour tout v fixé,
x — &(z,v) est un champ de vecteurs, que I'on notera &,, sur Pouvert QN (R? x {v}) de R?.

Une famille de champs de vecteurs peut étre vue comme déformation du champ &,, obtenu en fixant
une valeur vy du parametre. En général, on parle de 7stabilité structurelle” d’une propriété d'un étre
mathématique lorsque cette propriété subsiste apres de petites déformations. Le prochain théoréeme donne
une condition suffisante pour que le point d’équilibre d’un champ de vecteurs soit structurellement stable.

Théoréme 4.12 (Stabilité structurelle) Soit¢ : Q — R2?, Q € R2xR* ouvert, une famille C* de champs
de vecteurs. Soit (xg,v0) € Q tel que £(xo,v9) = 0 et supposons que les valeurs propres de A = %(mo,vo) soient
toutes a partie réelle strictement négative. Alors il existe ro > 0 et Ry > 0 tels que B(xo, Ry) x B(vg,70) C 2
et une application continue x : B(vg,19) — B(xo, Ro) telle que :

(1) Va € B(xg, Ry),v € B(vg,70) on a :

{(z,0) =0 < == x(v)

(2) x(v) est un point d’équilibre asymptotiquement stable de &,, Vv € B(vg,ro).

Preuve: L’hypothese entraine en particulier que les valeurs propres de A ne peuvent pas étre nulles et
donc que A est inversible. On peut alors appliquer le théoreme des fonctions implicites 11.2.2 a I’équation
&(x,v) = 0 au voisinage de (xg,vg). On en déduit Pexistence de rg, Ry et x vérifiant la propriété (1) de
I’énoncé. De plus, quitte a prendre rg et Ry suffisamment petits, les valeurs propres de %(m,v) vont encore
avoir des parties réelles strictement négatives, et donc x(v) sera un point d’équilibre asymptotiquement
stable de &, pour v € B(vp, 7).

q.e.d.

On termine par un exemple de famille de champs de vecteurs qui n’est pas structurellement stable.

La bifurcation de Hopf

Considerons la famille de champ de vecteurs :

= —y+ax(e—2*—y?
(4-4) y'= ztyle—2"—y?)

ou ¢ joue le role d’'un parametre, que I'on prendra proche de 0.
Passons en coordonnées polaires; on cherche p’ et 6’ tels que :

(1) pcos(0) — psin(0)0 = —psin(d) + pcos(6)(e — p?)
(I1) p'sin(0) + pcos(0)0' = pcos(f) + psin(0) (e — p?)

et en calculant cos(8) (I) + sin(0) (II) et sin(f) (I) — cos(@) (II) on obtient le systéme d’équations :

p'= ple—p?)
pt) = P

Une premiere solution est la constante p = 0. Pour les autres solutions, on peut supposer p # 0, et donc
simplifier par p dans la deuxieme équation du systeme précédent :

(4-5 p'= ple—p?)
(4-6) o = 1

En prenant des conditions initiales avec to = 0 on en tire que 6(t) =t + 6.
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Pour déterminer p, on voit d’abord que si € > 0, p = /¢ est une solution. Si py # /€, on peut résoudre
(4-2) en intégrant par rapport au temps de 0 a ¢. Si e = 0 on trouve:

| 1
/ —gdr= o5
o T 2r

p

d’ou 'on tire que

Si e # 0 il suit de (4-2) que :

P dr 1 [°/71 1 1 r?
- = 4= Y dir?) = — 1 -
/Po r(e —r2) 25/po <r2+5—r2> (r") 2e Og<|€—r2|)

d’ou 'on tire que
3
p(t) =
1+ e~2et (% - 1)
Po

Pour comprendre 1'allure des solutions, il faut distinguer plusieurs cas.

P 2 2
1 _
_10g(p_2€ 2p0>t
2e eE—p° P

PO

e Si p2 < e (et donc & > 0), p(t) est défini pour tout ¢ et

t—H4oo=p—+e , t— —c0o=p—0
e Sip2 >e#0, on pose
1 pE—¢
t_=—lo
2e g( I
de sorte que
€

et p(t) est défini pour ¢t > t_.

- Sie>0:
t—+oo=p—+e , t—t_=p—+oo

- Sie<0:
t—+oo=p—=0 , t—=tl_=p—+x

Ainsi, lorsque ¢ passe de valeurs négatives a des valeurs positives on voit apparaitre une trajectoire
périodique (le cercle de rayon /).

Il suit du fait que 8 = 6y + t que l'on obtient les autres solutions par rotation autour de l'origine de
celles qui ont été esquissées. Les droites en pointillé représentent des asymptotes obliques. Notons que pour
e # 0, lorsque t tend vers une des extrémités de son intervalle de définition (—oo, t— ou +00), p(t) tend
exponentiellement vers sa limite (que ce soit 0, /£ ou +00), alors que pour € = 0, lorsque ¢ tend vers +oo,
p(t) tend vers 0 comme 1/v/%, ce qui est beaucoup plus lent. Cela se voit les figures.

Puisque lorsque ¢ passe de valeurs négatives a des valeurs positives, on voit apparaitre une orbite
périodique, on n’a pas de stabilité structurelle au voisinage de € = 0 : on parle alors de bifurcation, parce
qu’il y a un changement qualitatif de I’allure des trajectoires.

Notons que si on pose & = (—y + x(e — 22 — y?), 2 + y(e — 2% — y?)), la partie linéaire de & en 0 € R?

vaut :
23 oo — (8 1
83:( D=1 e

et son polynome caractéristique est (A —e)% + 1, ses valeurs propres sont donc & ++1/—1; elles traversent I’axe
imaginaire lorsque ¢ passe de valeurs négatives a des valeurs positives.



5. EXERCICES 137

e>0 e=0 e<0

Figure II1.10: La bifurcation de Hopf

Pour € = 0, les trajectoires de la partie linéaires sont les cercles centrés a l'origine, alors que pour le
champs lui-méme ce sont des spirales qui tendent lentement vers ’origine.

Pour € < 0, les parties réelles des valeurs propres de la partie linéaire sont négatives, donc l'origine est
un attracteur, et les trajectoires tendent rapidement vers 'origine.

Pour € > 0, les parties réelles des valeurs propres de la partie linéaire sont positives, donc l’origine est un
répulseur. Mais le cercle de rayon /€ est un cycle attracteur : le trajectoires de 'extérieur et de I'intérieur
du cercle s’approchent tres rapidement en spiralant vers ce cercle.

En conclusion, lorsqu’on passe de ¢ < 0 a ¢ > 0, lorigine est d’abord un attracteur, qui s’affaiblit
lorsque ¢ = 0, puis engendre un cercle attracteur de rayon +/z lorsque ¢ > 0. Ce type de phénomene, appelé
bifurcation de Hopf, a été étudié par Eberhardt Hopf en 1942. (L’article original de E. Hopf a paru dans
une revue peu diffusée. On en trouve une traduction en anglais dans [6].) Un théoréme de E. Hopf affirme,
en gros, que le phénomene de Papparition d’un cycle attracteur proche d’un cercle de rayon /e se produit
chaque fois que l'on a une famille de champs de vecteurs &.(z,y), telle que £.(0,0) = 0, lorigine est un
attracteur “faible” pour &g, et que les parties réelles des valeurs propres de la partie linéaire de &, traversent
I’axe imaginaire pour € = 0.

5 Exercices

A Généralités, variables séparées, changement de coordonnées

1 Résoudre ’équation
y' = y? cos(t)
et esquisser la famille des solutions.

2 Trouver les solutions de I’équation différentielle ¢/t — 2y = 0. Montrer que pour toute condition initiale
(to,yo), avec tg # 0, il passe une infinité de solutions de classe C*°.

3 On cherche une fonction holomorphe w(z) satisfaisant I’équation différentielle :

1
2w(z)

w'(z) =
Montrer qu’il existe une infinité de solutions maximales avec condition initiale w(1) = 1.

4 Résoudre le systeme d’équations
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en passant en coordonnées polaires et esquisser les trajectoires.

5 Résoudre le systeme d’équations
= —x+a?-y?
y'= —y+2zy

et décrire les trajectoires.
(Indication : il s’agit en fait de I’équation associée au champ de vecteurs qui s’ecrit sous la forme £ = z(z—1),

ou z = x + 1y. Utiliser la transformation h(z) = —%5 pour se ramener a l’équation associée au champ

n(z,y) = (—z,—y)). 1

6 Trouver les solutions des systemes d’équations suivants :

T=x—2y T=-3r+4y
y =4z + 5y y=—2x+ 3y

en mettant sous forme de Jordan les matrices correspondantes.

7 Décrire 'allure des solutions des systemes suivants, sans résoudre explicitement :

T =—-3r —4y T=—-x—2y T=—-3r+4y
y =4z + 3y y=4x — 5y y=—-c+y

B Probléme aux limites

8 Soit f : [a,b] x R — R une fonction continue et A, B deux nombres réels. On cherche une fonction
y : [a,b] — R qui satisfait les conditions :

y'=fty) . yla=A , yb)=B
Montrer que ce probleme se ramene a résoudre 1’équation intégrale :

b
gy = 22t to ZB+/ Gt $) (s, y(s))ds

b—a b—

ou :

(b=s)(a=t) s
Gls 1) = = sita<t<s<b
’ b=hlezs) gio<s<t<b

A Taide du théoreme du point fixe, montrer que si f satisfait la condition de Lipschitz :

|f(t7y1)_f(t7y2)|§L|y1_y2| ) Vte[avb]7y17y2€R

avec L(b— a)? < 8, alors le probléeme possede une et une seule solution.

9 Trouver pour quelles valeurs de a et b le probleme aux limites suivant possede une et une seule solution :

Y'+y=0 , yla)=A , yb) =B
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C Champs tangents a une sous-variété

10 Soit X C R™ une sous-variété, U DO X un ouvert et £ : U — R"™ un champ de vecteurs tangent a X,
c’est-a~dire tel que :
ye X =¢y) €eTX,

ou T'X, désigne 'espace tangent a X au point y. Montrer que si ¢ : I — U est une trajectoire de &, et que
(tg) € X pour un g € I, alors ¢(t) € X pour tout ¢ € I (utiliser les équations locales de X). Montrer que
si X est compacte, les trajectoires maximales de & sont définies pour tout ¢ € R.

11 Montrer que le champ & = (—y + 222, 2 + y2%, —z(2? + y?)) est tangent & la sphere. Esquisser ses
trajectoires (On pourra utiliser la transformation (p, ) — (pcos(9), psin(f), /1 — p?) pour se ramener a un
champ dans le plan).

D Méthode de la variation des constantes

(1) ()

Trouver un systéme fondamental de solutions de I'équation homogene y’ = A(y) et en déduire une solution
particuliere de ’équation inhomogene y' = A(y) + b(t). Trouver la solution qui a pour conditions initiales

1
to=0, yo = (0)

13 Trouver les solutions :

12 Soient

y' +3y — 10y =6e" | o +4y=3sin(z) , ' -2y +5y= 252"+ 12
E Equations a point singulier régulier
14 (Equations d’Euler) Trouver les solutions :

2%y + 3ty —y =0 , 2y +5ty +4y=0 , t*y +ty’+y=0

15 Montrer que l'origine est un point singulier régulier et calculer 2 solutions indépendantes :

aty" + 2y +y =0
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F Fonction hypergéométrique

16 F(a,b,c,t) désigne la fonction hypergéométrique. On rappelle que :

a+1)---(a+k=1b0b+1)---(b+k—1)
clec+1)---(c+k—-1)

F(a,b,c,t)zl—l—z%a( tk

k=1
Montrer que :

F(—p,b,b,—x) = (1+z)’(pentier >0) , log(l+z)=2zF(1,1,2,—x).

G Exponentielles de matrices et systemes linéaires a coefficients constants

17 Calculer I'exponentielle des matrices suivantes :
4 2 1 2 2 1 0 -1 1 2
0 4 ’ 0 2 ’ 3 4 ’ 1 0 ’ -2 1)
18 Résoudre y' = A(y) en calculant et :
3 5
A= (5 3) A=

19 Résoudre les équations 3y’ = A(y) en calculant 'exponentielle, dans les 2 cas suivants :

b))

0
1

O = N
=N O
w o O

Dans le cas b), écrire A = p- I+« - J, ou I est la matrice identité et J = 7)1 ) Observer que J? = —1

et calculer exponentielle de (¢ — ¢g) - J & partir de la série qui la définit.
20 Soit A € M(2,2,C). Montrer que
det(exp(A)) = exp(Tr(4)) ., ou Tr((a;;)) =ai1+ a2z

Indication: traiter d’abord le cas ou A est diagonalisable, puis ramener a ce cas le cas général par passage a
la limite.

21 Soient Asym(n) = {A € M(n,n,R) | A+ A" = 0} (matrices antisymétriques). Montrer que I’application
@ : Asym(n) — M(n,n,R) , @(A)=e"

est une paramétrisation locale du groupe orthogonal O(n) = {R € M(n,n,R) | R'R = I} au voisinage de
I =identité.
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H Stabilité : méthode directe de Liapounov, linéarisation, stabilité structurelle
22 Dire quelle est la nature du point critique (0,0), soit & I'aide d’une fonction de la forme x2 + ay? (ot a
peut étre positif ou négatif), soit par linéarisation :

E= (2w — 2% —y+aPy) , E=Quy+a®, -2 +y’) , =P +yha" —y7)

€= —(zy® +2sin(y),z — 2%y —sin(y)) , &= (y—sin(z)’, —4z—sin(y)®) , &=(eV—1,—sin(z)—y)

23 L’équation du mouvement du pendule s’écrit .
4+ ksin(z) =0

ou x représente l'angle du bras du pendule avec la verticale et k est une constante positive. En posant y = &
cette équation est équivalente au systeme d’ordre 1 :

{52 e

Etudier les points critiques de ce systeme et leur stabilité. (Indication: en (0,0), on peut utiliser la somme
de Iénérgie cinétique et de 1'énergie potentielle, qui est constante sur les trajectoires; en (4m,0), on peut
regarder la partie linéaire de I’équation).

24 ’équation du mouvement du pendule avec friction s’écrit :
¥+ i+ ksin(zr) =0

ol ¢ est une nouvelle constante positive. Ramener, en posant y = &, & un systéeme de deux équations d’ordre
1. Etudier la nature des points critiques par linéarisation. En déduire que I’équation étudiée dans I’exercice
précédent n’est pas structurellement stable.

25 Trouver les points singuliers du champ de vecteurs suivant et étudier leur stabilité par linéarisation :

E(r,y) = (2 =y oxy—1)

26 (Modele pour la bifurcation de Hopf) Etudier les trajectoires de la famille de champs de vecteurs :
o= (—y+ale—2®—y?),z+yle—2>—9?)
a) Etude & priori :

— Montrer que la famille des trajectoires est invariante par rotation (indication: si R est une rotation,
montrer que & (R(P)) = R(E(P)), P € R?).

— Etudier la nature du point critique (0, 0), par linéarisation si e # 0, a 'aide de la méthode directe
de Liapounov si e =0

— Montrer que si € > 0, le cercle 22 + 32 = ¢ est une trajectoire.

b) Par résolution explicite en passant en coordonnées polaires. On peut ensuite résoudre par séparation
des variables.
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Chapitre IV

Formes différentielles

Sommaire. Le théoréeme fondamental du calcul intégral dit que l'intégrale d’une fonction f(x) sur un intervalle
[a,b] est égale & la variation d’une primitive F'(x) de f(x) sur le bord de 'intervalle :

b
[ H@ds=F®) - Fla) . ot o) = ()

C’est en fait le cas particulier de la dimension 1 du théoreme de Stokes, qui, exprimé en termes trés vagues,
permet de comparer se qui se passe sur le bord d'un objet de dimension k et & son intérieur. Par exemple,
le théoreme de Stokes nous permettra de montrer qu’il n’existe pas d’application continue du disque sur son
bord, qui est 'identité sur le bord; de 1a on déduit le théoréme du point fixe de Brower, qui affirme (en
dimension 2) que toute application continue du disque dans lui-méme admet un point fixe. On en déduira
le théoreme d’existence de point d’équilibre, obtenu en 1949 par John Nash, qui lui a valu le prix Nobel en
économie en 1994.

1 Formes multilinéaires alternées sur R"

Soit F un espace vectoriel su le corps R.

Définition 1.1 On dit que 'application

a:Ex---xFE—R
—_——
r—fOiS

est une r-forme alternée si elle est linéaire par rapport a chaque facteur E, c’est-a-dire:

/ " / "
(U1, V1, AU+ 0] Vi 1y ey V) = X U1,y ey Vi1, Vs Vi 1y e vy Up ) F (U1« ooy Vi1, V) Uity e vy Op)
/

1
VU1, ey Vim1, U5, U5 Vi1, ... 0 €E B A p€R
On dit qu'une r-forme « sur E est alternée, si elle change de signe lorsqu’on échange deux vecteurs :

Vv,v; €, 1<i<j<r

a(vl,...,vi,l,vi,vprl...,Uj,l,vj,ijrh...) = —a(vl,...7vi,1,vj7vi+1 ...,vj,l,vi,vj+1,...)

On désignera pas L"(E) lespace vectoriel des r-formes et par A"(F) Pespace vectoriel des r-formes alternées.
Lorsque r = 1, on parle simplement de formes linéaires (la condition d’étre alternée est toujours satisfaite,
trivialement) .
On pose AY(E) = LY(E) = R: les 0-formes se réduisent aux constantes.

Exemples 1.2

143
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(1) Soit E = R™. Alors, si v1,...,v, € R", soit dét(vy,...,v,) le déterminant de n X n matrice ayant
v1,...,0, comme vecteurs colonne. C’est une n-forme alternée sur R™.

(2) Plus généralement, si 0 < r < n, et on a une suite 1 < iy < -+ < 4, < n, on peut définir une r-forme
alternée oy, .. ;. en associant a r vecteurs vy, ...,v, € R" le r X r mineur de la matrice ayant vy, ..., v,
obtenu en choisissant les r lignes correspondantes a 1, ..., :

Qi (v1,...,00) = dét((viml)h,ézl,...,r)
Nous verrons (théoréme 1.9) que ces r-formes sont en fait une base de Iespace vectoriel A"(R™).

Désignons par %, le groupe des permutations de {1,...,7}, c’est-a-dire le groupe des bijections de cet
ensemble; on commence par quelques rappels sur les permutations. On appelle transposition une permutation
qui échange deux éléments de {1,...,7}, en laissant tous les autres fixes. Toute permutation o peut s’écrire
comme composition de transpositions : ¢ = 73 o...0 7. La signature &, de la permutation o est (—1)¥;
car si la décomposition d’une permutation comme produit de transpositions n’est pas unique, on montre
que la parité du nombre k de transpositions nécessaire lui ne dépend que de o. Si k est pair, on dit que la
permutation o est paire, sinon on dit qu’elle est impaire.

Proposition 1.3 Soit a une r-forme sur l'espace vectoriel E. Les 4 conditions suivantes sont équivalentes :

i) la r-forme « est alternée

ii) pour toute permutation o € ¥, et tout vi,...,v, € E on a :

a(Vo(1ys -+ Vo(r)) = €o - (V1, ..., Ur)
iii) pour tout vy,...,v, € E, s’il existe i # j tels que v; = vj, alors a(vy,...,v,) =0.
i) st vy,...,v, sont linéairement dépendants, alors a(vy,...,v.) =0.

Preuve: La définition méme de forme alternée revient a dire que si 7 € X,. est une transposition, ce qui fait
que e, = —1, alors :
04(1}7-(1), cee ,’U.,-(T)) =&r- 04(1}1, ceey UT)
et donc ii) entraine i). Si on écrit o € ¥, comme produit de transpositions : o = 71 0 -+ 0 7y, alors il suit de
i):
a(Vo(1ys -+ Vo(r)) = (=1)* - a(vy,...,v,)

et puisque e, = (—1)*, i) entraine ii).

Si « est alternée, et v; = vj, pour 7 # j, alors, en faisant opérer la transposition qui échange i et j sur la
suite de vecteurs vy, ..., v,, on voit que :

afvy,...,v) = —a(vy,...,v) = a(vy,...,0.) =0

ce qui montre que i) entraine iii). D’autre part, si @ vérifie iii), en supposant que ¢ < j, on a

a(”17~~-7vz‘—1yvz‘+Uj,vi+1a~~~avj—1,vi+Ujavj+1a~~-avr) =0
:Oz(Uh...7UZ‘_1,1)7;,U¢+1,...,Uj_17vi,vj+1,...,vr)+CJL(’U1,...,Ui_l,vi,’l)i+1,...7Uj_1,’Uj,’Uj+1,...,Ur)+
—|—a(v1,...,vi_1,vj,vi+1,...,vj_l,vi,vjﬂ,...,vr)—|—a(v1,...,vi_l,vj,viﬂ,...,vj_l,vj,vi,...,UT) =0
= CY(’U1, sy Vi1, U35 Vil - o o5 U1, Vg, Vg1 e - ,UT> + 04(1}1, sy Vi1, V5, Vi 1y« - o5 V=1, Vi Ujgdy - - ,UT) =0
= a(vy,... y Vi1, Viy Vig1y - -5 Uj—1, V5, Ujp1, .- s vr) = —a(v, . <y Vim1, U5, Vit 1y -+ o5 Uj—1, Uiy Ujp 1, - oy Ur)

ce qui montre bien que « est alternée.

La propriété iii) est un cas particulier de iv), car si v; = v;, ¢ # j, on a la dépendance linéaire v; —v; = 0.
Inversément, si « satisfait iii) et que vy, ..., v, sont linéairement dépendants, alors il existe i tel que v; =
>4 Aj " vj, et done

(V1,0 oy Viy ooy ) = E Aja(vy,..,v5,..0,0,) =0
— —_———
J#i
q.e.d.
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Corollaire 1.4 Sir > dim(E), alors toute r-forme alternée sur E est identiquement nulle.

Preuve: Cela suit de 1.3 iv).

q.e.d.
Nous allons définir une généralisation du symbole de Kronecker.
Définition 1.5 Soient iy, ...,1, et k1,...,k, deux suites de n entiers. On pose
o +1 si les indices i1, ..., 1, sont distincts et kq,..., k, en est une permutation paire
511@11'_::12: =4 —1 siles indices 41, ...,4, sont distincts et ki,...,k, en est une permutation impaire
0 sinon

Définition 1.6 (Produit extérieur de deux formes alternées) Soient o € A"(E) et § € A*(FE). On
définit la r + s-forme a A 3 par :

(O‘/\ﬁ)(vlﬂ""vﬂrS) = Z 5;1%J1r+j§ 'a(viw""vir) 'ﬁ(vjw""vjs)
IR

On appelle a A § le produit extérieur de « et 3.
Remarque 1.7 Si A € A°%(E) =R, alors A\ A3 = \- .

Proposition 1.8 Le produit extérieur vérifie les propriétés suivantes :
i) a A [ est une r + s-forme alternée
i) distributivité; si a1, an € AT(E) :
(1 +a) AB=a1 AB+az A
i) anticommutativité :
aNf=(-1)"BANa

i) associativité; siy € A'(E) :
(@AB) Ay =an(BA)

ce qui autorise a noter a A B N~y pour l'une ou 'aulre de ces expressions.

reuve: Remarquons d’abord que si hq,...h,1s est une permutation de 1,...,r + s, alors
P R q d’abord q hi,...hpqs est p tat del,...,r+ s, al
i1.irf1eJs g1 r+s  gi1.drj1eJs
5h1 ...... hrys 6h1...hr+5 : 61 ......... r+s
et donc
. P11 ) ) ) ) —
(a/\ﬂ)(vhl7"'7vhr+s)_ § 5h1 ______ Rrts 'a(vuv"'avlr)'ﬂ(vjlv'“avjs)_
1<iy <ig---<ip<r+s
1<j1 <o <js<rts
gl r+s LSRR e FR I8 . . . ) gl r+s
_6h1...hr+5' E : 61 ......... r+s'a(vlw"'vvlr)'ﬂ(vjw'"?’ujs) _5h1,,.hr+s'(a/\ﬂ)(vla""vr-‘rs)

1<iq <ig-<ip<r+s
1541 <j -+ <is<rts
ce qui montre que la propriété ii) de la proposition 1.3 est satisfaite, et donc o A 3 est bien une forme
alternée.
La distibutivité se vérifie sans difficulté.

L’anticommutativité suit du fait que 67" "7t 7 = (—1)7® - 617t
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Vérifions 'associativité

hi...hpyski.. ke
((Ck/\ﬂ) A’y)(vlv tee va+S+t) = Z‘Sll ....... -.F..r}rer; : (O‘/\ﬁ)(vhl" : "vhr+s) '7(”161" : ”vkt)

- Beohgskioky  citenirgie e

- § :51 ........... r4s+t 5h1 ORIy .a(vi17 cee 7”2}) ’ ﬂ(vj17 s 7vjs) ’ ’y(vklv ceey vkt)
gt dek ke
Tl r+s+t

ou il est sous-entendu que 1 < hy < -+ < hpps <7+ s+, etcetera. On arrive a la méme expression si ’on

part de a A (B A 7).
g.e.d.

La derniere formule se généralise sans autre au produit de plusieurs formes alternées :

(@ABA AN, papoge) = SO0 T g ) Bog e 3,) (k)

ou, afin d’éviter des triples indices, nous indiquons par «, 3, ..., un certain nombre de formes alternées,
d’ordre respectivement 7, s, ...,t. En particulier, si on a des 1-formes ¢1,...,@,, on a :

(1A Ae)(n, o) = Y o (v3,) e (vg,) = dét(ei(v)); ;0

Théoréme 1.9 Soient ¢1,...,p, une base de l’epace des formes linéaires de ’espace vectoriel E. Alors les

(") r-formes alternées {¢;, A+ A Pint1<iy<..cip<n Jorment une base de Uespace vectoriel A"(E).

Preuve: Désignons par ey, ..., e, la base de E dont ¢1,...,p, est duale, de sorte que
1 sii=j
(o) =
iles) {0 sinon
Prenons a € A" (FE) et r vecteurs vy, ...,v, € E, que 'on peut écrire dans la base ey, ..., e, sous la forme :

n
Vi = § Vij -« €j
j=1

et alors, puisque « est multilinéaire :

n

n
a(vy, ..., vp) za( V141 €iqye s E Ul,i,ﬁn) = E Uiy eee Vg - €5, €)
1

i1= ir=1 i1,eyir=1,....,n

et puisque «a est alternée :

Uiy w oo U, €y, €)= E ey, .-, €) ( E I A vmr)
T 5eeslp

1<y < <in<n j1,...,j7‘6{i1,...,i7~}

=dét(vn,i, ) ne=1,...r

= Z afeiysoyei) (i, Ao N ) (01,0, 0r)

1<ii <+ <ip<n
et donc, si on pose o, 4. = afe,...,e,.) ER ona:
o = E O‘il,...,ir . gﬁil A A gDiT
1<ii<--<ip<n

ce qui montre bien que les {@;, A--- A (pir}1<i1<~--<ir<n engendrent l’espace vectoriel A"(E). Montrons
qu’elles sont linéairement indépendantes. Supposons d’avoir une relation du type :

Q Z )\i17"'1i7‘ C i N NP =0 |, )\ih._ﬂjr cR

1<ii<--<ip<n
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et remarquons que
(Sail AN @M)(ejlv ] 6j7‘) = 5;17 ...... ]Z :
11 suit alors de © que :

D i P A AL (g6 ) = Ny, =0 V1< <. <jr<n
1<iy < <ip<n

et donc les {¢i; A+ Awi }ioy o i <, forment bien une base de A"(E).
q.e.d.

Dans le cas ou £ = R” muni de la base naturelle, dans ce contexte on a ’habitude de noter dz,...,dz,
la base duale, de sorte qu'une forme r-alternée sur R™ s’écrit :

o= E Qi d.’Eil VANIAN d{Eir y Qi € R
1<i < <ip<n

Remarque 1.10 Dans R3, les espaces A'(R3) et A%(R3) sont tous deux de dimension 3, donc isomorphes
entre eux et isomorphes a R?, et A3(R3) est de dimension 1, donc isomorphe & R. Si on choisit les isomor-
phismes :

R3;>A1 (R?)) s (al, as, ag) = ap - d.’El + as - d{EQ + as - dl’g
R3;>A2(R3) 5 (al, as, ag) = ap - d.’EQ AN d.’Eg + ag - d!Bg AN dl’l + as - difl AN difg

(notez la permutation cyclique des indices 1,2, 3)
le produit extérieur de deux 1-formes fournit un produit sur R?, qui n’est autre que le produit vectoriel :

(CL1 -dx1+a2-d:n2+a3-dx3)/\(b1-d:v1 +b2'dl‘2+b3'd$3) =
(agbg — agbg) . difg A dirg + (a3b1 — albg) . (dirg A d:rl) + (a1b2 — agbl) . (difl A\ difg)
soit :

(a1,a27a3) X (b1,52,bs) = (Cl253 - a3b2,a3b1 - a1b3;a1b2 - a251)

Transposition par une application linéaire

Soient F et F' des espaces vectoriels sur R et soit A : E — F une application linéaire. On en déduit une
application linéaire A"(A) au niveaux des r-formes de la maniere suivante :

AT(A): AY(F) = A(E) . A(A)@)(,.v,) = @(A(01), - Alvr))

Notez que si r = 1, on retrouve la définition de la duale d’une application linéaire.

Proposition 1.11 (1) Si E, F et G sont des espaces vectoriels sur R, et A: E — F et B: F — G des
applications linéaires, alors

A"(BoA)=A"(A)o A"(B)
(2) silg: E — E désigne Uapplication identité, alors
A" (Ig) = Iz~ (p)
(3) sia € A"(E) et € A°(E), on a :

AT (A)(a A B) = AT(A) (o) AAS(A)(B)
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(4) st ex,...,e, est une base de E et fi,...,f, est une base de F, avec bases duales respectivement
PlyeesPn €Y1, ...y, alors, pour toute suite 1 <4y < --- <i, <nmona:
AT (A) (Wi, A A = Y Ay (i A A )

1<ji < <jr<p

ot A;j désigne le mineur de la matrice de A dans les bases ey, fo, correspondant aux suites i et j;
explicitement, si (age) désigne la matrice de A :

Aij = dét(ai, g )gomr..

Toutes ces propriétés se vérifient aisément a partir des définitions. m

2 Formes différentielles

Définition 2.1 Soit U un ouvert de R™ et r un entier compris entre 0 et n. Une r-forme différentielle sur
U est une application w : U — A" (R™) de classe C*.

En d’autres termes, une r-forme différentielle sur U est la donnée, pour tout point = de U, d'une r-forme
alternée sur R”, dépendant de maniere C*° du point z.

En utilisant la base naturelle de R™ et la base de A"(R™) qu’on en déduit, on peut écrire

w(z) = Z Wiy i () - dxgy AL A day,

1<iy1 <+ <ip<n

les (:f) fonctions w;, ;. () étant définies sur U et de classe C°.
On dénote par Q"(U) l'espace des r-formes différentielles sur U

Exemples 2.2

(1) Voici une 1-forme sur R3:
To - dry + $§$3d$2 — 123 - drs

(2) La 1-forme sur R?\ {0} suivante nous sera utile par la suite :

xdy — ydx
- .’L'Q + y2
On peut interpréter cette forme en remarquant que w(x)(,) vaut tan(a), out a est I'angle constitué par

le vecteur (z,y) et le vecteur v = (vg,vy) (voir figure 4.1). Si « est petit, tan(a) ~ a.

(3) Si f:U — R est une fonction C*, on note par df sa dérivée, qui peut étre vue comme un élément de
QYU), qu’on peut aussi écrire :

3
af => gf dx;

i=1 "%
(4) On note par Q°(U) 'espace des fonctions C* sur U; c’est cohérent avec le fait que A°(R™) = R.

Les constructions que l’on a introduites pour les formes alternées induisent des constructions analogues
pour les formes différentielles.

Tout d’abord, notons que Q"(U) est un espace vectoriel sur R, de dimension non finie en général : si
a,f € Q" (U) et A\, n € R, on peut poser

(A-a+p-B)@) = A-ale) + - Blx)
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v = (g, Uy)

Figure IV.1: Interprétation géométrique de la forme w

Produit extérieur de deux formes

Soient « € Q"(U), B € Q*(U); on définit leur produit extérieur par :

(a@nB)(z) = (a(z)) A (B(2))

les propriétés de distributivité, anticommutativité et associativité pour le produit extérieur de formes diffé-
rentielles sont conséquence des propriétés analogues pour le produit de formes alternées établies dans la
propostion 1.8.

Notons que si a(z) € Q°(U) est une fonction et 3 =371~ 5 <p @iy, - iy A Ada;,, alors

geeey

a(z) NG = Z a(x) - oy, g, - dag, Ao Adeg,

1<iy <--<ip<n

que 'on peut aussi bien écrire a(x) - 3.

Transposition par une application C*>

Soient U C R™, V C RP des ouverts et f : U — V une application C>. FElle induit une application
Q7 (V) — Q" (V), pour tout r, définie par la formule suivante :

frw)(x) = A" (dfy) (w(f(2)))

soit, explicitement :
@) 0, 00) = @S @) o 01), e (00))

On voit qu’il est indispensable que f soit au moins de classe C', puisque 'expression de f* fait appelle & la
dérivée de f. Sionnote f = (f1,..., fp) et dy1,...,dy, le 1-formes de base duales a la base naturelle de RP,
on a :

f*(dyll VAN /\dy“) = df“ VAN /\dfzr

Notons qu’il suit de 1.11(3) que f*(a A B) = f*(a) A f*(5).
Vient maintenant une nouvelle opération sur les formes différentelles, qui généralise la dérivée dune
fonction.
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La différentielle extérieure

Définition 2.3 Soit U C R" un ouvert et w € Q"(U), que I'on peut écrire :

w= Z Wiy i () - dxgy, Ao A dxy,

1<iy<--<ip<n

ou les wj, _;, (x) sont des fonctions C* sur U. On définit la différentielle extérieur de w comme étant la
r 4+ 1-forme différentielle définie par

n
Ow; ;
dw(z) = Z Z ST“(’I‘) cdxy Ndzg, Ao Ndx,
1<ig<-<ip<m i=1 v

Ceci définit une application d : Q" (U) — Q"1 (U) pour tout r > 0.

Exemples 2.4 (1) Soit
w=uayz-dr+yz-dy+ (x+y+2z)-dz

alors

dw=yz -dv Ndex+zz-dyNdrx+xy-dzANde+y-dzANdy+de Ndz+dy Ndz =
=0
(1—y)-dyndz+ (zy—1)-dzANdx —zz-dx Ndy

(2) Si f e QU), df = %-dwi, ce qui montre que cette notation est cohérente avec la notation de

dérivée d’une application.
(3) Calculons la différentielle extérieure de la forme différentielle de 'exemple 2.2(2) :
xdy — ydz 0 x 0 x
d|l—V—— )= |——— ) deANdy+ — | —— | -dy Ad
< z? +y? > ge \2vyp) YT gy \erye) LY
0 0
N ~dx Ndr —— v ~dy N dx
Ox \ 22 + 12 ‘—:6—“ Oy \ 22 + 92
22 4 y? — 22 22 4% — 22
=|———— | -dzAd ————————— | -de ANdy =0
() e (T ) e n
(4) Soit (a, b, c) un triplet de fonctions C* sur un ouvert U de R3, que I'on peut regarder comme un champ
de vecteurs sur U. En utilisant les isomorphismes de la remarque 1.10, on peut lui associer
(a) une 1-forme différentielle ¢ sur U :
p=a-de+b-dy+c-dz
(b) une 2-forme différentielle w sur U :

w=a-dyNdz+b-dzNdx+c-dx Ndy

On a :
da da ob ob dc dc
dga—a—ydyAdm—i—%dz/\da:—F%dax/\dy—i—&dz/\dy—ka—xdx/\dz—ka—ydyAdz
dc  0b da  Oc ob  Oa
(@_E) dy A dz + (E_ﬁ_x)dZ/\dm—’— (%_%) dx N dy

et on reconnait les 3 composantes du rotationnel du champ (a, b, c) dans les facteurs de dy A dz,
dz A dz et dx A dy respectivement (dans cet ordre).
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Au tour de la différentielle de w :

da  0b  Oc
dw—(%—l—a—y—l—&)dx/\dy/\dz

et on reconnait que le facteur de dz A dy A dz est la divergence du champs (a, b, ¢).

Voici les propriétés fondamentales de la différentielle extérieure.

Proposition 2.5 Soient U C R™ et V C RP des ouverts.

i) Soient ay, s € Q"(U). Alors
d(Oél + Oég) = dOél + dO[Q

it) Soient a € Q"(U), B € Q*(U), r,s > 0. Alors :

dlaNp)=daNB+(—1)"-andB

i)
d(da) =0

iv) Soit f:U — V de classe C* et w € Q"(R™). Alors :

d(f*(w)) = f*(dw)

Preuve: 1) est une conséquence immédiate de la linéarité de la dérivée.
Pour ii), prenons d’abord un cas particulier de formes :

a=a(z) de;, N...Ndz;, , [=0bx) dxj A\...Ndx;,

da A B) =d(a(x)b(x) - dxgy, A... Ndx;, Ndxj, A ANdx;,)

=S 20D N, A A da, A A A, =
(91’7‘ r .
i=1 i
"/ da b
;(8%‘bJra.axi>dxi/\dxil/\”'/\dxir/\dle/\'“/\dxjs
" da
Z%dxi/\dxil/\.../\dxu /\(b(x)-dmjl/\.../\dxjs)+
i=1 H

i=1

(a(z) - dxiy Ao ANdxg) A (Z 88; (—1)"dx; Ndzjy Ao A dxjs> =
daNB+(=1)"andB

et de la on déduit le cas général par linéarité de la différentielle extérieure et distributivité du produit
extérieur.
Pour iii) et iv) on utilise le méme procédé. Soit o = a(x) - dwy;, A ... Adx;,; alors

", da " 9%
d(da) =d (Z O dr; Ndzi NN diUu) = Z mdl‘j ANdx; Ndzi, N...Ndzx;, =
i=1 ij=1 g
0%a 0%a

1<i<j<n
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Pour iv), prenons d’abord le cas oit & = a(y), une 0-forme, auquel cas f*(a) est simplement la composée

aof:

f*(da):f*< ) Z G dfi = : f’dx]
i Lj

=1 = zl]l

~ (- Oa Ofi - o
2 <i_1 oy 8_%>dxj =d(ao f) = d(f*(a))

_9(aof)
- ij

Maintenant on prend o = a(y) - dy;, A ... Ady;. . Alors :
(@) =a(f(z))-dfs, N...Ndfi, = f"(a) Ndfi, Ao Ndfs,
et donc

d(f*(a)) = d(f*(a)) cdfi, A A dfiT)Par:ii)

— d(f*(a)) /\(dfil A A dfi,,,) + () A d(dfle AA dfi,r) -
—f*(d(a))

=0 par ii) et iii)
= f(d(@) A f*(dyi) Ao A fP(dys,) = fH(d(a) Ay, Ao Ady;,) = f(d(a))
q.e.d.

3 Intégration de formes et théoreme de Stokes

Soit U un ouvert de R™, w = a(z) - dzy A ... A dxy, une n-forme sur U et A C U un sous-ensemble de bord
néligeable, au sens de la théorie de la mesure. On définit I'intégrale de w sur A par :

/ w = / x)dxy ..
Soit I = [0,1] x --- x [0, 1] le cube standard et définissons, pour : =1,...net e =0,1:
Gie I E I (T, 1) = (T 1,6 Ty X))
——
i
il s’agit de paramétrisations naturelles des 2n faces du cube I".

Proposition 3.1 (Le lemme de Stokes) Soit U C R™ un ouvert contenant le cube I™ et soit w une n—1-

forme sur U. Alors :
o= Y 17 [ el

In In

i=1,...,n
e=0,1

Preuve: On peut écrire

n
ZCM dl‘l/\ /\dxi_l /\dl‘7/\dﬂCZ+1/\/\dIn
i=1

ou le symbole Jx\l indique que ce terme est 6té. Alors

dw = ( 807 (—1)11> da:l /\/\dl‘n

i=1
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et donc
v dw:in:/ 01 2% g A zzn:(—ni—l 0% ... d
In —Jim 0x; " p 1 0x; e
Or
O 1 0 = 1)y
0 8_% xi_ai(mlv"'vxi—la axi-i-l;"'amn)_ai(xla"'vxi—la ,$i+1,...,$n)— Z (_ ) @i,s(w)

et alors © donne :

g.e.d.

On étend les intégrales de formes a des objets paramétrés. Soit ¢ : I™ — U une application C*°, ou U est
un ouvert de R™ et soit w € Q"(U). On pose :

[ ] e

Exemple 3.2 Soit
_ xdy — ydx

2 + y?

€ Q'(R*\ {0})
et »:[0,1] — R2\ {0} la paramétrisation du cercle :

o(t) = (cos(2nt), sin(2mt))
Alors

cos(27t) - d(sin(27t)) — sin(2nt) - d cos(27t)
cos(27t)? 4 sin(27t)?

1
/w:/ 2w - dt = 27
o] 0

Ce résultat n’est pas étonnant, au vu de l'interprétation de w donnée dans 2.2(2)

P (w) = =27 dt

et donc

Définition 3.3 Une r-chaine cubique, singuliére de U est une expression de la forme :

0
> ek ok
k=1

ou ¢, € Ret i : I" — U est une application C*°, k=1,... /.
. L ¢ . .
On dit aussi simplement que ¢ = ), _, ¢, - ¢} est une r-chaine. Remarquons que le signe somme est
purement formel : aucune somme n’est effectuée, c’est une facon de se donner la collection des ¢ et @g.
On définit le bord dyy, comme étant la r» — 1-chaine :

A(pr) = Y (1) (prowic)

et le bord de la k-chaine ¢ = Zi:l Ck - Pk par :

¢
8c=ch-8<pk

k=1
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On note par C,.(U) 'ensemble des r-chaines cubiques singuliere, qui est naturellement muni d’une structure
d’espace vectoriel sur R; 9 : C,.(U) — C,_1(U) est une application linéaire.
Sic= Zi:l ek pr € Cr(U) et w e Q7(U), on pose :

1
/w:E ck~/w
¢ k=1 Ck

Théoréme 3.4 (Théoréme de Stokes) Soit c € C.(U) et w € Q""1(U). Alors :

/w:/dw
dc c

Preuve: Cela résulte immédiatement du lemme de Stokes et des définitions. m

4 Applications

Le théoréme du point fixe de Brower

Théoréme 4.1 Soit D? C R? le disque unité et S* son bord. Il n’existe pas d’application continue f : D? —
S1 qui soit Uidentité en restriction au bord S'.

Preuve: Soient

_ zdy —ydzx

oy c QYRZ\{0}) , ¢:[0,1] = R*\ {0} , (t) = (cos(2rt),sin(27t))

et
I = R? | (i, ta) =t1 - ((cos(2mty), sin(27ts))

de sorte que
0 = (—=1)-0-(cos(27ts), sin(27ta)) +t1 - (cos(0), sin(0)) + (cos(27ta), sin(27te)) — t1(cos(2m), sin(27)) = ¢

On se rappelle aussi que dw = 0 (exemple 2.4(3)). Par abus, et souci de clarté, on écrira S au lieu de ¢ et
D? au lieu de v, de sorte que S' = 9D?.

On raisonne par ’absurde : supposons qu’il existe f : D? — D? qui soit l'identité sur S*.

Supposons d’abord que f soit C*°, ce qui signifie qu’il existe un ouvert U D D? et une application C>
g : U — R? qui étend f; cela permet de donner un sens a la transposition f*(w). Puisque f|S! = idg1, on
aurait, en appliquant le théoréeme de Stokes :

[o=[re=] rw=-[ are)-ozrn
st St D2 D2 N——rt

=f*(dw)=0

donc un tel f ne peut pas exister.
Dans le cas général, prenons d’abord ¢ > 0 petit et définissons g : D? — R? par :

_{f@)A=g)) sifzf| <1
9(x) = { x(1—¢) sinon
de sorte que g est & valeurs dans {z € R? | ||z > 1 — ¢}, et pour ||z|| > 1—¢, g(z) = (1 — &) est proche de
lidentité; en particulier, g est de classe C* pour ||z|| > 1—¢/2. On invoque alors le théoréme d’approximation
de Weierstrass' pour conclure a I'existence d’une application h : D? — R? de classe C*, proche de g avec
ses premieres dérivées pour |[z| > 1 —&/2; en particulier, h sera & valeurs dans R? \ {0}. Alors [ w est

1Une version simplifiée de ce théoreme & été démontrée dans 1.2.10
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g(x)
Figure IV.2: La rétraction g(x) associée a f(z)

proche de |, g1 h*(w), donc non nulle, mais d’autre part on trouve comme tout-a-I’heure, par le théoreme de

Stokes :
[ = we=[ arw) -o
St oD? D2 ~——
=h*(dw)=0
ce qui est une contradiction.
g.e.d.
On exprime le resultat précédent en disant que D? ne peut pas se rétracter sur son bord. En fait ce
résultat est valable pour les disques de toute dimension : D" = {(z1,...,3,) € R" |2 + -+ 22 <1} ne
peut pas se rétracter sur la spere S"7' = {(z1,...,2,) € R" | 2} +--- + 22 = 1}. Pour n = 1 c’est un petit

exercice, pour n > 3 cela peut se démontrer de maniere analogue au théoreme précédent.
Une conséquence du théoreme précédent est le théoréme du point fixe de Brower :

Théoréme 4.2 Toute application continue f : D*> — D? posséde un point five : 3 a € D? tel que f(a) = a.

Preuwve: Si f : D> — D? n’a pas de point fixe, on en déduit une rétraction g de D? sur son bord de la
maniere suivante : si x € D?, puisque f(x) # x, on peut tracer la demi-droite issue de f(x) passant pas z;
g(z) sera l'intersection de cette demi-droite avec le bord de D2, En formule, cela donne

\/<x7:c — f@)?+ (1= |2ll’) - llz = f(@))” — (2,2 — f(2))
|z = f ()|

Le lecteur pourra faire les multiples vérifications nécessaires par lui-méme, ou simplement s’en convaincre
sur le dessin (figure IV.2).

9(x) =z +

g.e.d.
Notons que le théoreme de Brower est vrai en toute dimension, avec une preuve qui suit les mémes lignes
que le cas particulier que nous avons traité ici.
Le théoréme de Nash sur I’existence de points d’équilibre

Ce résultat de Nash se place dans la théorie des jeux, et trouve son application dans la modélisation de
stratégies économiques. On en propose ici une version simplifiée, calquée sur I’exposition donnée par John
Milnor dans|7].
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On suppose qu’il y a n joueurs, numérotés de 1 a n. Le i-eme joueur choisit la valeur d’une variable

s; dans un ensemble S;, 'ensemble des stratégies possibles pour le i-éme joueur, ceci pour i = 1,...,n;
les joueurs choisissent leur stratégies simultanément. A chaque joueur correspond une fonction ”gain” p; :
Sy x -+ x S, — R. Chaque joueur essaie de maximaliser son gain p;(si,..., S,), mais ne peut choisir que

sa propre stratégie s;. Le but du jeu est de faire en sorte que chaque joueur puisse gagner de maniere
satisfaisante (par opposition aux jeux dits "a somme nulle”, comme la guerre, ol les uns gagnent dans la
mesure ou les autres perdent).

La premiere contribution importante de Nash a été de donner une notion appropriée de point d’équilibre
pour ces jeux; la voici :

Définition 4.3 Un n-tuple de stratégies (s1,...,s,) € S1 X+ xS, est un point d’équilibre si aucun joueur
ne peut augmenter son gain p;(si,...,S,) en changeant la valeur de s;, pendant que les s;, j # 4, restent
fixes.

Exemple 4.4 Un groupe de n personnes va diner au restaurant. Le prix des menus varie de 20 a 30 francs;
on décide de partager la facture en n parts égales, indépendamment du menu choisi. Ici s; = prix du menu
choisi par 4, et S; = [20, 30]; le gain de chacun est la différence entre le prix du menu qu’il a choisi et ce qu’il

paye :
pi(sla B '7577,) =8 — 1/”(51 + e+ Sn)

On voit que p; est strictement croissante en s;, quelles que soient les valeurs des autres s;. Le seul point
d’équilibre est donc (30, ...,30) : tout le monde choisit le menu le plus cher.

Et voici le résultat principal.
Théoréme 4.5 Supposons que les ensembles S; soient des sous-ensembles converes de R™  i=1,...,n et

que les fonctions p; 1 S; — R soient continues par rapport & l’ensemble des variables (si,...,S,) et linéaires
par rapport a la variable s;. Alors il existe au moins un point d’équilibre.

Nous ferons la démonstration seulement dans le cas o n = 2 et S; = Sy = [—1, 1]; I'idée est de se ramener
au théoreme de Brower, que nous avons démontré dans le cas n = 2. Donc on suppose dorénavant que

Sy =Sy =[~1,1].

Exemple 4.6 Voici un exemple abstrait. On prend p;(s1,52) = s1 - 52 et po = 57 - 55 — 355 + 2. Les points
(0,0) et (1,1) sont des points d’équilibre.
Lemme 4.7 Soit K = [-1,1] x [-1,1] et v : K — R? continue. Alors :
e soit il existe § € K avec v(8) =0
e soit il existe § sur le bord de K tel que v(8) pointe vers Uextérieur de K.
Preuve: Soit p : R? — K la rétraction de R? sur K définie par
(z,y) :
= si||(x, >1 N
pley) = { Tem SN@ e 21 g i o)) = sup {Jaf, 1}
(x,y) sinon

Alors I'application f: K — K, f(s) = p(s+ v(s)), admet un point fixe § d’apres le théoreme du point fixe
de Brower 4.2.

e si §+v(s) € K, alors

>

=5+0v(8) = vE)=0

e sinon §+v(8) ¢ K, donc § = p(§+v(8)) est sur le bord de K, et v(8) pointe vers 'extérieur de K (voir
figure IV.3).

g.e.d.

Preuve de 4.5. On applique le lemme & v(sq, s2) = (52 ).
q.e.d.
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Figure IV.3: Interprétation du lemme 4.7

5 Exercices

A Formes multilinéaires alternées

1 Soit a € A%(R?") définie par
a=dry Ndxg + -+ daxon,—1 A dxoy,

Calculer a A ... A .
—_——

nfois

2 Soient v € AY(E), v # 0, et a € A"(E). Montrer que pour qu’il existe 8 € A"~1(E) telle que o = B A7y,
il faut et il suffit que a Ay = 0.

3
a) Soit fi,..., fn une base orthonormale de R™, ¢1,..., ®, sa base duale. Montrer que
V1A ANy =tdry A NdTy,
et que le signe détermine 'orientation de fi,..., f,.
b) Montrer que 'isomorphisme :
A (R3) — A%2(R?) | apdxy + agdey + azdrs — aydas A das + asdas A dxy + agdry A dao

ne dépend que de l'orientation et de la métrique de R3, c’est-a-dire que si au lieu de prendre la base
naturelle de R? et sa duale dz1,dxs, dxs on prend une autre base orthonormale, de méme orientation,
et sa duale, on obtient le méme isomorphisme.

4 Soient F et F' des espaces vectoriels sur R et A : & — F une application linaire. Soient ey, ..., e, une
base de F, fi,..., f, une base de F', et soient ¢;, i =1,...,net1;, j =1,...,p les bases duales respectives.
Montrer que pour toute suite 1 <47 --- <4, on a :

AT(A)<’¢¢1/\.../\¢Z‘T): Z Ai,j-cpjl/\.../\gpjr

1<ji<<jr
ou A, ; désigne le r x r-mineur de la matrice (aj, ) de A correspondant aux suite (i1,...,%), (J1,...,7r)

Aij = dét (@i, ) per..»
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B Formes différentielles

5 Définissons la (n — 1)-forme w sur R™ \ {0} par :
S (=) iagday A Adziy Adag Adaiy A A day,
(Z?:l 373) :

Montrer que dw = 0. Calculer w A df, ot f(z) =2} + -+ + 22.

w(x) =
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