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1 INTRODUCTION

L’analyse mathématique est ’étude approfondie du calcul différentiel et
intégral. Ce cours porte sur le calcul différentiel des fonctions de plusieurs va-
riables. On commence par y établir les propriétés algébriques, géométriques
et topologiques de I'espace euclidien a n dimensions, I’espace R™. On y étudie
ensuite le calcul différentiel des fonctions numériques de plusieurs variables,
les fonctions R™ — R. On y analyse enfin les transformations différentiables
des espaces euclidiens, les fonctions R™ — R™, avec en particulier une
démonstration du théoreme des fonctions inverses et une de celui des fonc-
tions implicites. Comme application, on présente les méthodes classiques du
calcul différentiel pour optimisation d’une fonction f(x1,x2,...,x,), avec
ou sans contrainte sur les variables x1,x2, ..., x,.

L’étudiant est réputé étre familier avec le calcul différentiel des fonctions
d’une variable, les fonctions R — R. Rappelons quelques résultats impor-
tants de ce calcul.

a) Le critere de Cauchy.
Une suite {x, }neny numérique est convergente si et seulement si

lim |z, — 2z, =0.
n,mM—-+00

b) Le théoreme de Bolzano-Weierstrass.
Toute suite {xy, }nen de points d’'un intervalle compact [a,b] contient
une suite partielle convergeant vers un point de cet intervalle.

c) La propriété des valeurs extrémes.
L’image d’un intervalle compact par une fonction continue est un in-
tervalle compact.

d) Le théoreme des accroissements finis.
Si f:[a,b] — R est dérivable sur |a, b] et continue sur [a,b], il existe
un point ¢ €]a, b[ tel que

f) = f(a) = f'(c)(b - a).
e) Le théoreme de Taylor.

Si f est n + 1 fois dérivable dans un intervalle ouvert I contenant xg,
on peut écrire, pour x € I,

(k) (n+1)

avec £ entre xg et .



f) Les fonctions convexes.

Une fonction dérivable f : (a,b) — R est convexe sur (a,b) si et
seulement si sa dérivée est croissante sur (a,b). Elle satisfait alors
les inégalités

To — T3

flas) < ——f(e) + ——
T9 — I T9 — T

(22)
quelques soient a < x1 < 13 < T2 < b et

f(@) = f(xo) + f'(z0)(z — 20)

quelques soient z, xo € (a,b).

L’étudiant est aussi supposé connaitre les concepts fondamentaux de
I’algebre linéaire : matrices, déterminants, écriture matricielle d’un systeme
d’équations linéaires, regle de Cramer pour le résoudre, vecteurs, transfor-
mations linéaires R” — R"™ et théoreme des axes principaux.

1.1 Exercices

Justifier ses réponses.

1. Calculer

. . U .. . U
lim sup sin n— cos nw , liminf sinn— cosnw.
n——+o00 2 n—+00 2

2. Déterminer, sans calculatrice, le plus grand des deux nombres 7° et

er.

3. Montrer que
x
l—z<e®<l—-o+-—
e

lorsque 0 < = < 1.



2 L’ESPACE EUCLIDIEN

Un point x de l'espace euclidien a n dimensions R” est un n-tuplet :
X = (1,22,...,Zp).
L’addition et la multiplication scalaire y sont définies par
X+y=(14+y,22+y2,- . Tn+ Yn)

et
Ax = (Ax1, AT, ..., ATy)

respectivement. On peut donc écrire

n
X = Z Ije§-n)
j=1
si
(Ie 1 occupant la j**™¢ position). Pour utiliser 1’écriture matricielle, il sera
quelquefois commode d’identifier le point x avec son vecteur position, I’élément
de R™ 1 (la matrice n x 1, le vecteur colonne) dont les entrées sont les

nombres x;. Alors x! désignera 1'élément de R™" (la matrice 1 x n, le
vecteur ligne) obtenu par transposition matricielle :

x! = (x1 22 ... Ty).

(Remarquer que les entrées d’une matrice 1 X n ne sont pas séparées par des
virgules.)
2.1 Propriétés algébriques

Une somme
N
PPRIES
k=1

est une combinaison linéaire des points x;, une combinaison affine
si Zgzl Ar = 1 et une combinaison convexe si, de plus, Ay > 0 pour
tout k. Un ensemble £ C R™ est un ensemble convexe s’il contient toute
combinaison convexe de ses points.

Exemple.



La droite passant par a,b € R™ (a # b) est I’ensemble des combinaisons
affines deaet b :

x=(1-XNa+Ab=a+A(b—a), AR

Dans le cas générique ou ay, # b, pour tout k, cela impose les n—1 contraintes
suivantes sur les coordonnées du point x qui la parcourt :

Iy —a T2 — az Lp — An

by —ay  by—as by, —an
Le segment [a, b] est 'ensemble des combinaisons convexes de a et b

x=(1-XNa+Ab, 0<A<1.

Exemple.
Soient x¢, X1, Xo,...,X;, m + 1 points tels que les m vecteurs

X1 — X0,X2 —X0,---,Xm — X0
soient linéairement indépendants. Le polyedre (le polytope)
[X07 X1, X2y ,Xm]

de sommets xq,x1,X9,...,X;, est 'ensemble des combinaisons convexes
de ces points. C’est un ensemble convexe. Lorsque m = 2, on obtient un
triangle dont les c6tés sont les segments [xg, X1 ], [x1, X2] et [x2, X¢]. Lorsque
m = 3, on obtient un tétraedre dont les faces sont les triangles [xq, X1, X2],
[x0,X1,X3], [X0,X2,X3] et [x1,X2,%x3] et les arétes sont les cotés [xg, X1],
[x0,X2], [X0,X3], [X1,X2], [X1,X3] et [x2,x3] de ces triangles.

Exemple.
Un pavé (un parallélépipede rectangle) P est défini par n inégalités
strictes ou larges :

P = (al,bl) X (ag,bg) X e X (an,bn)

(dans R, [a, b] désigne un intervalle fermé, ]a, b[, un intervalle ouvert et (a, b),
un intervalle quelconque).



X3

(0,0, c)

(0,0, 0) (0,b,0) xp

(a, 0,0)
X1

F1a. 1 — Un tétracdre dans R3

Lorsque n = 2, il est possible définir un produit xy qui prolonge & R? la

structure de corps qui existe sur R. Identifions x egl) € R avec 1’852) € R2.
Il suffit de définir

egz) egz) _ 852)7 egz) e§2) _ egQ) e§2) _ egz)) egz) egz) _ —e§2)

et de postuler la distributivité de ce produit sur ’addition et sa commuta-

tivité avec la multiplication scalaire ; on obtient :

Xy = (2191 — 22y) €52 + (2192 + 22p1) €5

Sixq e§2) + x2 652) 7& 0,

1 I (2) —XI2 (2)
e + e, .
! x% + l‘% 2

x1 e§2) + @2 eg)  aft a3

Puisque (egQ))2 = —1, ce corps ne peut pas étre ordonné. Il s’agit en fait du
corps des nombres complexes C.

Le produit précédent ne peut pas étre prolongé & R3. Supposons en effet
le contraire. Identifions z e§2) + x2 e§2) € R? avec 1 e§3) + x9 egg) € R? et

posons

egg) egg) =u1 egg) + u2 egg) + us egg).



Alors on devra avoir
3 3 3 3 3) (3
e = (ey) el = ef” (e )
(3) (3)

= eg‘o’) (urey”’ + ugey” + u;),egs))

=u e;?’) — us egg) + us (w1 egg) + ug egg) +use

3

0 = (—ug + ujus) e§3) + (u1 + ugus) eg)’) + (14 u?) e:(,)3)

et en particulier
14+u3=0

ce qui est absurde.

2.2 Propriétés géométriques

Le produit scalaire est défini par

n
X-y= ijyj = xTy
j=1

et la norme d’un vecteur par

Il = v x =

Avec ces notations, 'inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit

-yl < [x[llyl

avec égalité si et seulement si les vecteurs x et y sont linéairement dépendants
et I'inégalité du triangle devient

Ix+yll < Il + [yl

avec égalité précisément lorsque les vecteurs x et y sont des multiples positifs
I'un de l'autre.

Exemple.



La boule ouverte de centre xg et de rayon r > 0 est définie par une
inégalité stricte
B(xo,r) ={x | [[x = xol| <7}
et la sphére de mémes centre et rayon est
S(xo,7) = {x | [[x =0l =7}
Une boule est un ensemble convexe.
Observons que 'inégalité de Cauchy-Schwarz est équivalente &
x -y
Iyl =sup { %5 12 0f = supix- 1 = 1

La norme d’une transformation linéaire A : R” — R™ est définie
par

|G
Il = sup { M 12 0} —sup1acon | i = 13
Si
a1l ai2 - Qg
A as1 a2 -t G2q J—
am,1 Am,2 " Omn

est sa matrice relativement aux bases canoniques, c¢’est-a-dire si

a;5 = e(m) . A(eén))

)

donc
n
=2 A
j=1
n
aijr; | ™,
j=1
on a
7= lAll




Cela suit en effet de 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

n

lA)]? = Z Zau% <ZZaMZx = Zza?,j I12.

i=1 \j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

On a donc
A < [[Allcllx|l < [[A]l]|x]]-

Le nombre ||A|| est bien sur plus facile a calculer que le nombre ||A|
mais ce dernier est indépendant de la base choisie pour représenter A et se
généralise plus facilement au cas de transformations linéaires entre espaces
de dimension infinie. (Dans ce cours, nous n’utilisons que la base canonique
et nous identifions, quand cela est commode, la transformation linéaire avec
sa matrice).

Exemple.
Si la matrice A de 'opérateur linéaire A : R™ — R" est diagonale,

a; 0 .- 0
0 ags - 0
A= . ) I
0 0 Qn.n
on a
et

|Alle = sup{la;;| |1 <j <n}.

Théoréeme 1 Soient L, M : R™ — R™ et N : R™ — RP des transformations
linéaires et X € R un nombre. Alors

1. H)‘L”oo = |>‘| ”LHOO 5
2. [[L+ Ml < [[Llloc + [[Mlfoo
3. [[NoLfle < [[Nlloo [ILl[o-

10



Démonstration.
1. On a

A Lloo = sup{[ALG) [ [[x]] = 1} = sup{|A[ LG [ [l = 1}
= [Alsup{ILGO | | 1x[| = 1} = A [Tl

2. On a

I+ Moo = sup{||IL(x) + M) [ [jx]| = 1} < sup{[IL(x)[| + [ME)] | [lx]| = 1}
< sup{[[LE)[| [ [Ixl[ = 1} + sup{[[MG)[| | [[x[| = 1} = [[L[co + [[M]]co-

3.0n a

IN© Ljoo = sup{[IN(LGO))[| | [Ix]l = 1} < sup{[|N[oo LG | I = 1}
= [INJ[oo sup{|ILG)| [ [l = 1} = [IN]oo [| Ll

C.Q.F.D.

L’angle formé par les vecteurs x et y est défini par
Xy

Z(x,y) = arccos .
[yl

On a donc 0 < Z(x,y) < m, I'une de ces inégalités ne devenant une égalité
que si les vecteurs x et y sont linéairement dépendants. Les vecteurs x et y
sont orthogonaux lorsque

x-y=0.

Exemple.
L’hyperplan H passant par a et orthogonal a la direction déterminée
par le vecteur n (la direction normale) est

H={x|n-(x—a)=0}
Il induit deux demi-espaces ouverts
Hi={x|n-(x—a)>0}
et
H_ ={x|n-(x—a) <0}
Lorsque n = 3, le produit vectoriel est défini par

X Xy = (T2y3 — T3Y2, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — T2y1)-

11



On a
XXy x=xxy-y=0.

Si x1, X9 et x3 sont trois points du plan H tels que les vecteurs déplacements
X9 — X1 et xg — x7 sont linéairement indépendants, H peut étre décrit par
I’équation

(xo —x1) X (x3 —x1) - (x —x1) =0.

X3

X3=X1) - (X=X1) =0

X3 _---777
—- X2

X2

X1

Fi1G. 2 — Un plan dans R3

2.3 Propriétés topologiques
La distance entre x et y est ||x — y||. Elle satisfait I'inégalité
1% =yl < llx =z +[lz - v
pour tout z.

Un ensemble £ C R™ est ouvert si a chaque point xg € F correspond
r > 0 tel que
B(xg,r) C E.

Exemple.

12



Une boule ouverte B(a, R) est ouverte : si xg € B(a, R), soit ||xo —al| =
p < R. Alors si |x — xo|| < R—p, x € B(a, R) car

Ix —all < [lx = xoll + lxo —al| <R—p+p=R.

Exemple.
Un demi-espace ouvert

Hiy={x|n-(x—a) >0}

est ouvert. Sixg € Hy, soit n-(xg—a) =0 > 0. Alors si ||x —xq|| < ¢/|n]|,
x € Hy car

n-(x—a)=n-(x—xg9)+n-(xg—a)>—|n|||x—xol+0>0.

Toute réunion, toute intersection finie d’ensembles ouverts est encore un
ensemble ouvert.

Exemple.

Dans R, les ensembles ouverts sont précisément les ensembles qui peuvent
s’écrire comme une réunion finie ou dénombrable d’intervalles ouverts dis-
joints.

Un ensemble £ C R" est fermé si son complémentaire E¢ = R" \ E est
ouvert.

Exemple.

Un hyperplan H est fermé puisque son complémentaire Hy U H_ est
ouvert.

Exemple.

Un pavé P défini par des inégalités larges,

P= [al,bl] X [ag,bg] X oo X [an,bn],

est fermé. Sixg ¢ P, il faut que, par exemple, on ait 91 —b; = § > 0. Alors
si ||x — xo|| < 4, on a (1 —x01)? < 6% donc

$1>1‘071—5:b1

et x € P.

13



Il faut remarquer qu’'un ensemble n’est pas nécessairement ouvert ou
fermé et que, a 'opposé, 'espace R™ tout entier est a la fois ouvert et fermé.

Un ensemble ' C R” est borné s’il est existe R > 0 tel que
E C B(0,R).
Exemple.
Un polyedre et un pavé sont bornés, un hyperplan ne I’est pas.

Un ensemble & C R” est compact s’il est fermé et borné.

Exemple.
Un pavé fermé est compact.

La suite {xj}ren converge vers a si

li —al =0.
Jm e~ al

Les inégalités

n
sup{|ary —a;| [ 1<) <n} < |xp—al < |z —a
j=1

montrent que

lim x; =a
k—+o00

si et seulement si

lim xz;=a; pour 1<j<n.
k——+o0 ’

En conséquence, le critére de convergence de Cauchy est valable : la
suite {x}ren admet une limite si et seulement si

I — 3, = 0.
pm e — x|

Et, corollaire immédiat, toute série normalement convergente, c’est-a-
dire telle que

+oo
DIkl < 400,
k=0

est convergente :

M M
> xk[ < D Il
k=N+1 k=N+1

14



Théoreme 2 Soit E C R". Alors E est fermé si et seulement si la limite
de toute suite convergente {Xy}ren de points de E est dans E.

Démonstration.
La condition est nécessaire. Supposons E est fermé et soit

a= lim x; ,x; €F.
k—-4o00

Si a appartenait a I’ensemble ouvert E€, on pourrait trouver r > 0 tel que
B(a,r) C E“.

Or cela est impossible puisqu’il existe un indice k,. tel que k > k, implique
lxx —al <r.

Donc a € F.

La condition est suffisante. Supposons que E n’est pas fermé. L’ensemble
E° n’étant pas ouvert, on pourrait trouver un point a € E° tel que toute
boule ouverte centrée en a, B(a,r), coupe E. Soit donc

xr € ENB(a,1/k) pour tout k€ N.

Alors, par 'hypothese, on devrait avoir a = limy_, 1, X € F ce qui est
absurde. C.Q.F.D.

Exemple.
Le cone positif fermé défini par

RY ={x|2; >0, 1<j<n}

est un ensemble fermé.
Une boule fermée

B(xo,7) = {x [ [[x = xo|[ <1}

et une sphere
S(xo, ) ={x | [x = %ol = r}

sont des ensembles fermés. Ces deux derniers ensembles sont donc compacts.

Théoreme 3 Soit E C R". Alors E est compact si et seulement si toute
suite {Xy }ren de points de E' contient une suite partielle {Xy, }jen qui converge
vers un point de F.

15



Démonstration.

La condition est nécessaire. Supposons que E est compact. Les n suites
numériques {z ;}ren sont alors toutes bornées. On peut donc de la suite
donnée extraire une suite partielle telle que les premicres coordonnées xy, 1
des points qui la composent admettent une limite a;. De cette suite par-
tielle, on peut en extraire une autre telle que les deuxieémes coordonnées des
points qui la composent admettent aussi une limite as. Ainsi de suite. Apres
n étapes, on obtient une suite partielle {ka}pGN de la suite originale qui
converge vers a = (a,as,...,a,). L'ensemble E étant fermé, a € E.

La condition est suffisante. F est fermé puisque si

a= lim xg,
k——+o0

toute les suites partielles possibles de la suite {x} }ren convergent vers a qui
doit donc appartenir a E. E est borné. S’il ne I’était pas, on pourrait trouver
des points x; € E tels que

xkiall > lIxell +1

et, toute suite convergente étant bornée, cette suite n’admettrait aucune
suite partielle convergente, contrairement a I’hypothese. C.Q.F.D.

Exemple.

Un polyedre
P = [x0,X1,...,Xpm]

est compact. Soit en effet
m
Ye= AkiXi, k€N
i=0

une suite de points de P. Les points
Ak = M0y Moty - ooy Apm) € R
appartiennent au sous-ensemble compact
E=0,1""n{A [ X+ +...+ A n =1}

de R™*1. On peut donc en extraire une suite partielle convergeant vers un
point de E, soit
A= lim Ag;.

Jj—-+oo

16



Alors

m
y = ZXZXZ e P
=0

et
m JR—
e, =yl <D ki — Al 1]
i=0
donc
= 1 .
Y j—%I—Elooyk]

L’intérieur % d’un ensemble £ C R" est la réunion de tous les en-
sembles ouverts contenus dans F — il peut étre vide. C’est donc le plus
grand ensemble ouvert contenu dans F.

L’adhérence E d’un ensemble E C R™ est intersection de tous les
ensembles fermés qui contiennent F. C’est donc le plus petit ensemble fermé
qui contienne F.

La frontiere OF d’un ensemble E C R" est définie par

OFE = EN E-.

Théoréme 4 Un point x appartient ¢ E si et seulement si il est la limite
d’une suite de points de F.

Démonstration.

La condition est nécessaire. S’il existait une boule ouverte B(x,r) C E€,
le complémentaire de cette boule serait un ensemble fermé contenant E et
X ne serait pas dans l'intersection de tels fermés, c’est-a-dire dans E. Les
boules B(x,1/k) contenant donc chacune au moins un point de E, x est la
limite d’une suite de points de FE.

La condition est suffisante. Si x est la limite d’une suite de points de
E et I est un ensemble fermé contenant F, x est la limite d’une suite de
points de F et, cet ensemble étant fermé, x € F. F étant arbitraire, x € F.
C.Q.F.D.

17



2.4 Exercices

Justifier ses réponses.

1. Les nombres \; dans la représentation

m
X = E )\ixi
1=0

d’un point du polyedre [xg,X1,...,X;] sont ses coordonnées bary-
centriques et le barycentre du polyedre est le point dont toutes les
coordonnées barycentriques sont égales.

— Montrer que les coordonnées barycentriques sont uniques (on sup-
pose les vecteurs x1 —Xg, Xa—Xg, - - - , X;p —Xg linéairement indépendants).
— Montrer que le barycentre d’un triangle coincide avec I'intersection
de ses médianes (les droites joignant les sommets aux milieux des cotés
Opposés).

2. Montrer qu’un ensemble est convexe si et seulement si il contient tous
les segments admettant deux de ses points pour extrémités.

En déduire qu'une fonction f : R — R est convexe si et seulement si
son épigraphe,

Ef = {(z1,22) € R? | 23 > f(21)},

est convexe.

3. Soient .
Il =) |l
j=1

et
Bi(a,r) ={x|[[x—ali <r}

— Montrer que
Ix+yll < =l + Iyl

— Montrer que

lim |xx —x|[|=0«< lim |xx— x| =0.
k—+o00 k—-+o0

— Montrer que Bj(a,r) est convexe.

18



. Mémes questions pour
[x[loo = sup{|a;| | 1 < j <n}

et
Boo(a,r) = {x | [[x — afec <7}
. La distance entre le point xq et ’ensemble E est
d(x0, F) = inf{||xo — x|| | x € E}.
Utiliser l'inégalité de Cauchy-Schwarz pour déterminer la distance
entre le point xg et 'hyperplan H d’équation n - (x — a) = 0 ainsi
que le point x,,, € H ou elle est atteinte.
. Soit L : R™ — R™ un opérateur linéaire inversible. Montrer que
L x|
1L oo = [IxIl

< [Tl co-

. Soit A : R? — R3 l'opérateur linéaire dont la matrice relativement &
la base canonique est

cosf) —cos¢sinf sin¢ cosf
A =|sinf cos¢ cosf) —sing sinf
0 sin ¢ cos ¢
Calculer ||Allx et [|[A]l.
. Soient A € R, A,B € R™*" ¢t C € RP*™, Montrer que

[IAA] = [ATIA]]-
IA + B[l < Al + [IB].

ICA| < [ICll|A]-

. Soit A : R™ — R™ un opérateur linéaire. Montrer que

[Allco < JJA] < vim xn [[Allo-

En déduire que, si Ay : R — R" est une suite d’opérateur linéaire,
on a

lim Ay — Ao =0< lim [[A, — Al =0.
k—+4o00 k—+4o00
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10.

11.

12.
13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Vrai ou faux ?
— Toute réunion d’ensembles convexes est convexe.

— Toute intersection d’ensembles convexes est convexe.

Mémes questions en remplacant « convexe » par « ouvert », par « fermé »,

par « borné », par « compact ».
Montrer que le pavé [0, 1[*C R™ n’est ni fermé, ni ouvert.

Déterminer l'intérieur de chacun des ensembles suivants : la boule {x |
|x —a|| <1}, 'hyperplan {x | n-(x —a) = 0} et le pavé [0, 1[™.
Déterminer 'adhérence de chacun des ensembles suivants : la boule
{x | ||lx—al| <1}, le demi-espace {x | n-(x—a) > 0} et le pavé [0, 1[".
Déterminer la frontiere de chacun des ensembles suivants : la boule
pointée {x | 0 < ||x —al| < 1}, I'hyperplan {x | n- (x —a) = 0}, Q" et
le cone positif fermé {x | z; >0, 1 < j <n}.

Vrai ou faux ?

,E:E
-E=F
- E=FUOJFE.

On considere la suite des points x;, de R? définie par

Tp1+ T2

Tet1,1 = \/Th1TE2, Th412 = 9

Montrer que, quels que soient zg1 > 0 et zg2 > 0, elle converge et que
sa limite est un point situé sur la droite x9 = 7.

Déterminer les valeurs de x € R™ pour lesquelles la série
“+o00
>
k
2 x|

converge et calculer sa somme.

Soit A € R™"™, Montrer que la série

+00

DA

k=0
converge si [|A|| < 1 et calculer sa somme.
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20. On considere une suite décroissante d’ensembles compacts non vides :
E12E 2D FE32 -

Montrer que 'intersection

N =

k>1

est non vide. La conclusion tient-elle si I’on remplace « compacts »
par « fermés » 7
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3 FONCTIONS NUMERIQUES CONTINUES

Les fonctions continues R™ — R jouissent de propriétés analogues a celles
des fonctions continues R — R.

3.1 Définition

Théoreme 5 Soient £ C R™ un ensemble, xg € E un de ses points et
[+ E — R une fonction numérique définie sur E. Les énoncés suivants sont
équivalents :

1. Pour toute suite {Xy}ren de points de E distincts de xg, on a

lim xp =x¢ implique lim f(xg) = L;
k—-+o00 k—-+o00

2. a chaque € > 0 correspond 6 > 0 tels que pour tout x € F,
0<|x—x0l| <d impligue |f(x)—L|<e.

Démonstration.
La premiere condition entraine la seconde. Si cette derniere était fausse
en effet, on pourrait trouver € > 0 tel que quel que soit § > 0, on ait

|f(xs) = L| = €
pour au moins un point X5 de E tel que
0< ||X5 — XOH < 6.

Les points associés a 1, 1/2, 1/3, ... formeraient une suite convergeant vers
X sans que leurs images par f ne convergent vers L et la premiere condition
serait violée.

La seconde condition entraine la premiere. Si la suite {xy }ren de points
de F distincts de xg converge vers Xg, il existe un indice ks a partir duquel

0 < |xx — %ol <o

donc a partir duquel

|f(xk) — L| <€
et
C.Q.F.D.
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Lorsque les conditions du théoréme précédent sont vérifiées, on écrit :

lim f(x)=1L

X—X0

(lire : f tend vers L lorsque x tend vers Xg).

La fonction f : ' — R est continue en xg € F si

lim f(x) = f(x0).

X—X0

Elle est continue sur E si elle est continue en chaque en chaque point de FE.
L’addition, la soustraction, la multiplication, la division et la composition
de fonctions continues donnent des fonctions continues. Le graphe d’une
fonction continue est I’hypersurface

Gy ={x e R" ! | z,q1 = f(w1,29,...,20)}.

Exemple.
La norme f(x) = ||x|| est continue sur R" puisque

[Ix[F = lIxolll < [l = xol|

Exemple.

Une fonction linéaire f(x) = a’

x est continue sur R” puisque
ja”x — a”xo] < [lalllx — xoll.
Son graphe est un hyperplan.
Exemple.
Une fonction quadratique f(x) = x? Ax, ou l'on peut toujours sup-
poser que A € R™™ est symétrique, est continue sur R™ puisque
[x" Ax—xg Axo| = [x" A(x—x0)+x5 A(x—x0)| < [|A[[([|x][+]xo0])[lx—xol|-
Exemple.
Les projections f;(x) = x; sont continues sur R" puisque

|25 — 20,4] < [|x = xo0]-

23



Un polynéme de degré N,

_ a _ a1,z a
Py(x) = g o X& = g Aoy ageream T T2 - T
le]l i <N artaz+tan <N

(o est un indice multiple : les «; sont des entiers positifs), est continu sur
R"™. Une fonction rationnelle,

_ Py(x)
R(x) = o)

est continue sur son domaine de définition, I’ensemble

{x [ Qum(x) # 0}.

Exemple.
Des fonctions transcendantes telles

xT Ax

€ , arctan al

x ou log ||x||

sont continues (sur leur domaine de définition).

Fia. 3 — Une discontinuité a l'origine

Exemple.
La fonction f: R?\ 0 — R définie par
r1T2
€1, = "5 . 9>
f(xs,z2) z? + 13

ne peut pas étre prolongée a une fonction continue sur R? puisque

lim f(x)

x—0
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n’existe pas :

A
AT = ———.
flan, der) = 4 v
Exemple.
La fonction f: R?\ 0 — R définie par
T .
arctan T six; >0
% siz; =0, 29 >0
f(z1,x0) = arctan%—kﬁ siz; <0,29>0
—% siz; =0,20<0
arctan%—ﬁ six; <0, 29 <0

est discontinue sur | — oo, 0] puisque

Jim f(x1,22) # f(21,0)

x

quelque soit 1 < 0.

f (X1, X2)

Fi1ac. 4 — Une discontinuité le long d’un rayon

3.2 Propriétés

Théoréme 6 Soient E C R™ un ensemble ouvert et f : E — R une fonction
continue sur E. Alors l'image inverse d’un ensemble ouvert O C R™ par f
est un ensemble ouvert.

Démonstration.
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Soit x¢ € f~1(O). Puisque O est ouvert, il existe € > 0 tel que
B(f(x0),€) € O.

Puisque que E est ouvert et que f est continue, il existe § > 0 tel que
B(xg,d) C E et que

B(x0,8) € f~1(B(f(x0),€) € f1(O).
C.Q.F.D.

Un ensemble £ C R" est connexe si on ne peut pas le représenter sous
la forme

E=0,FUOyF,

les ensembles O1 et Oy étant des ouverts tels que O1E # (), OsE # 0 et
0109F = 0.

Exemple.

Tout intervalle est un sous-ensemble connexe de R.

Théoreme 7 Soient E C R™ un ensemble ouvert connezxe et f : E — R
une fonction continue sur E. Alors f(FE) est un ensemble conneze.

Démonstration.
Supposons au contraire que

f(E) = 01 f(E)U O f(E),

les ensembles O; et Og étant des ouverts tels que Oy f(E) # 0, O2f (E) # 0
et 0102 f(E) = (. On aurait alors

E= O (f(E) U O0)f () = fHONE U fH0)E,

les ensembles f~1(01) et f~1(Os) étant des ouverts tels que f~1(01)E #
0, f7HOE # 0 et f71(O1)fH(O2)E = () contrairement & I’hypothese.
C.Q.F.D.

Théoreme 8 Soient E C R™ un ensemble compact et f : E — R une
fonction continue sur E. Alors il existe x,, € E et xp; € E tels que

fxm) = mf{f(x) [ x € E}, f(xum) = sup{f(x) | x € E}.
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Démonstration.

Vérifions par exemple que f est bornée inférieurement et qu’elle atteint
son minimum dans F — ’autre cas est semblable. Si f n’était pas bornée
inférieurement dans E, on pourrait trouver une suite {Xy}ren de points de
E telle que f(xx) < —k. L’ensemble E étant compact, cette suite devrait
contenir une suite partielle convergeant vers un point de FE, soit

X = lim x .
p—too '

Par continuité, on devrait avoir

FE®) = lim flxi,) = —o

p—Foo

ce qui est absurde.
Soit alors
a=inf{f(x) |x € E}

et choisissons pour chaque k£ € N un point y; € E tel que

1
oz<f(yk)<oz+%.

Par compacité, cette suite devra contenir une suite partielle convergeant vers
un point de E, soit

y= pgglm Yk,

Par continuité, on aura
fy) = lim flyx,)=a
C.Q.F.D.
Théoreme 9 Soit f : R™ — R un fonction continue telle que

J(x) = +oc.

[[x[| =00

Alors il existe x,,, tel que

f(xm) =inf{f(x) | x € R"}.
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Démonstration.
Par hypothese, on peut trouver R > 0 tel que

f(x) > f(0) des que ||x| > R.
La boule B(0, R) étant compacte, on peut y trouver un point x,, tel que
o) < ) si x| < B
Mais alors on aura en fait
f(xm) < f(x) pour tout x € R™.

C.Q.F.D.

Exemple.
Soit ¢ : [0,1] — R une fonction continue et considérons le polyndéme
f: R — R suivant :

1 n
f(@) = flag,ar.....ay) = /( Zaktk>

1
2 k Arap
- t)dt — 2 £)tk dt _ Gk
/0¢( Z:a"z/q5 + h+p+1
=0p=

ar ()t*dt| <

n 1 2 n
([ otrmar) || S=az = Kol
k=0 \’0 k

=0

D’autre part,

1/ n 2
akap k .
t dt >0sia#0
Sy [ () a0

k=0 p=0

de telle sorte que, en posant

ara
= inf zzk+ Ll =1,

on a, la borne inférieure étant atteinte,

w>0
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et, par homogénéité,

LTp 2 n+1
sz"— +1 _u||a|| pOurtoutaeR .

Ainsi .
(a) > ullall? — 26, al - / G2(t) dt

et

lim f(a) = +oc.
la]|—+o0

La fonction f atteint donc une valeur minimum : il existe au moins un
polynéme Y ), ait* de meilleure approximation en moyenne quadra-
tique pour la fonction ¢ sur l'intervalle [0, 1].

Exemple.
Soit ¢ : [0,1] — R une fonction continue et considérons la fonction

f: R™! — R suivante :
Ogtgl}.

fla) = sup{‘qb(t) - Zaktk
0<t< 1} <Vn+1lla=bl,

k=0
Comme

n n
Z aktk — Z bktk

k=0 k=0

If(a) = f(b)]| < sup{

elle est continue. Il en est de méme pour la fonction g : R**! — R associée

agp=0:
n
g(a):sup{ D aptt| o<t < 1}.
k=0
Puisque g(a) > 0 si a # 0 et puisque la borne inférieure est atteinte, on a

= inf{g(a) | l|la| =1} >0

et, par homogénéité,
g(a) > plla]| pour tout a € R,

Ainsi
f(a) = g(a) —sup{[o(t)] | 0 <t <1} > pllal| —
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et
lim f(a) = +oc.
[[all =00
La fonction f atteint donc une valeur minimum : il existe au moins un po-
lynoéme ), ait* de meilleure approximation uniforme pour la fonction
¢ sur l'intervalle [0, 1].

3.3 Exercices

Justifier ses réponses.

1. Soient f; : R — R des fonctions continues. Montrer que la fonction

f(x) = fi(z) fa(@) - - fuln)

est continue sur R™.

2. Déterminer ’ensemble des points de continuité des fonctions suivantes :
— f(z1,22) = sgnxy sgnxs (fonction signe);
— f(z1,22) = z1 22 Ig(z1) Ig(x2) (fonction indicatrice) ;
— f(x1,22) = sgn (r1 — x2) sgn (x1 + x2).

3. Soient £ C R" un ensemble ouvert et f : £ — R une fonction. Montrer
qu’elle est continue si et seulement si elle possede la propriété suivante :
pour tout ensemble ouvert O C R”, I'ensemble f~1(O) est ouvert.

4. Vrai ou faux?
— Si F C R est fermé et f : R® — R est continue, 'ensemble f~1(F)
est fermé.
— Si F C R" est fermé et f : R™ — R est continue, 'ensemble f(F)
est fermé.

5. Soit f : R™ — R une fonction continue. Que peut-on dire des ensembles
suivants 7
~A{x [ f(x) > a};
—{x | f(x) = a};
- {x[f(x) =a}.
6. Soit A € R™ ™ une matrice carrée dont les entrées a; ; : R™ — R sont
des fonctions continues. Montrer que :
— La norme ||A(x)]| est une fonction continue.
— Le déterminant dét(A(x)) est une fonction continue.
— L’ensemble {x | A(x) est inversible} est un ensemble ouvert.

7. Montrer qu’un sous-ensemble connexe de R est nécessairement un in-
tervalle.
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10.

11.

Soient £ C R™ un ensemble convexe et f : E — R une fonction
continue. Montrer que quels que soient x1, X9 € E et quel que soit y
entre f(x1) et f(x2), il existe x € [x1,x2] tel que f(x) =y.

Soient £ C R™ un ensemble compact et f : £ — R une fonction
continue et strictement positive. Montrer qu’il existe un nombre g
strictement positif tel que f(x) > p pour tout x € E. La conclusion
tient-elle si 'on remplace « compact » par « fermé » 7

Soient F, F' C R" des ensembles compacts. Vérifier que la fonction
fx)=nf{|[x—yll|y € F}
est continue. En déduire qu’il existe xg € F et yg € F tels que
Ixo — yol| < |lx —y| pourtout x € E,y € F.
Montrer que la fonction

arctan al'x

769 = T e

atteint son maximum et son minimum sur R".

31



4 FONCTIONS NUMERIQUES DERIVABLES

Le calcul différentiel cherche a approximer localement une fonction quel-
conque par une fonction linéaire appropriée.

4.1 Définition

Soient £ C R™ un ensemble ouvert, xg € E un de ses points et f: £ —
R une fonction numérique définie sur E. La fonction f est dérivable (ou
différentiable) en x s’il existe une fonction linéaire L : R” — R telle que

lim f(x) = f(x0) — L(x — %)

x—%0 [l = xo|

=0

autrement dit si, dans un voisinage de x¢ (un voisinage d’un point est un
ensemble qui contient un ouvert qui contient le point), on a

f(x) = f(x0) + L(x — x0) + r(x)

avec
lim %) g,
x—xo [|x — Xo|

(n)

La fonction linéaire L est unique puisque, choisissant x = xg + hej

nécessairement

,on a

o f(xo+he™) = f(xo)
L(e}") = ) B ‘

C’est la dérivée de f en xg, notée

L = f'(x0) = Df(xo)

et les nombres

L(ef") = 5 ) = DY (x0)

sont ses dérivées partielles en xy. Le calcul des dérivées partielles obéit

aux mémes reégles que celui des dérivées « ordinaires ». La fonction f est
dérivable sur F si elle est dérivable en chaque point de E.

Si f est dérivable en xq, elle est certainement continue en xg puisqu’alors
f(x) = f(x0) = L(x — x0) + r(x).
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Le vecteur gradient en xg est

0 0 0
gradf(xg) = <(,hfl(Xo), all];(XO)a T ’8xJ;(XO)> .

L’hyperplan de R™*! dont ’équation est
Tnt1 = f(x0) + gradf(xp) - (x — xp)
est I’hyperplan tangent au graphe
Tny1 = f(x)
en xg.

Remarque.
Avec l'identification habituelle, on a

f'(x0) € R™™ et gradf(xg) € R™*!.
Ces objets sont les transposés 'un de 'autre.

Exemple.
Une fonction linéaire f(x) = a

f/(XO) — aT

Tx est partout dérivable et

pour tout xg € R™.

Exemple.
Une fonction quadratique f(x) = x” Ax est partout dérivable et

f(x0) = QXOTA
pour tout xg € R™. En effet,

xTAx — xTAxg — 2x¢ A(x — %)
= xTA(x — xq) + x5 A(x — x0) — 2%} A(x — x0)

=(x— x0)TA(x — xq)
de telle sorte que

IxT Ax — xt Axp — 2xT A(x — x0)| < ||A|| ||x — %ol
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Exemple.
La fonction définie par

—lt si (x1’x2) 7& (070),
flx1,20) = 37% + m%
0 sinon.

n’est pas dérivable a 'origine puisqu’elle n’y est pas continue. Elle y admet
néanmoins des dérivées partielles nulles :

lim f(h,O) B f((),()) = lim f(O,h) B f(0,0)

h—0 h h—0 h =0

On peut donc former le vecteur gradient a 1’origine mais « il ne sert a rien ».
On a d’ailleurs, en utilisant les regles du calcul différentiel, que

zo(e3 —x)
0 =2 sl (w1, m2) #(0,0),
I o = et S

0 sinon

et ( ) 2)

I xl - 1'2 .
0 S1 (1‘1,332) 7& (070))
gy = e

sinon.

Les dérivées partielles sont ainsi partout définies et continues partout sauf
a origine :

af of A2 — 1)

7($1,)\x1) = — 7(.%'1,)\171) = m

i 0.
8951 8$2 St #

4.2 Fonctions continiment dérivables

Soient £ C R™ un ensemble ouvert et f : £ — R une fonction numérique
définie sur F et admettant des dérivées partielles dans E. Si ces dérivées
partielles admettent elles-méme des dérivées partielles dans F, ces dernieres,
les dérivées partielles d’ordre 2 de la fonction f, sont dénotées au point
X par

DI f(x) = DD(DU) f)(x)

Pf .9 [of
8$i8$j (X) N 8@ (%) <X)
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et
Pf 9 (0f
O3 (x) = ox; <8:cj) ().

D’éventuelles dérivées partielles d’ordre k sont dénotées par

L E—
- 021 025% - Oxpn

(e = k).

La fonction f est de classe C*) dans E, f € C*)(E), si elle admet
dans F des dérivées partielles continues jusqu’a l'ordre k. Elle est de classe
C(®) dans E, f € C(oo)(E), si elle admet dans E des dérivées partielles
continues de tous ordres. Elle est de classe C(©) dans E, f € CO(E), si
elle est continue dans FE.

Théoréme 10 Soit f € CV(E). Alors f est dérivable dans E.

Démonstration.

Pour simplifier I’écriture, nous n’écrivons le raisonnement que pour le
cas n = 2 et nous posons x = x1, y = x2. Le cas général est similaire.

Soit (xg,yo) € E un point quelconque. On a, en vertu du théoreme des
accroissements finis,

fx,y) — f(xo,y0) — gi(xo, Yo)(z — x0) — g';;(xoa Y0)(y — Yo)

= f(x,y) — f(zo,y) + f(x0,y) — f(z0,%0) — g‘;(xo,yo)(:c — ) — ggjj(ﬂ?o?yo)(y —%0)

of of of of
= =—(x — —(xo, Tr—x —(x — —(x —
(S = G o)) -0+ (G o) = o)) (-
pour des nombres x; entre x et xp et y; entre y et yg appropriés. Donné
€ > 0, soient, en vertu de la continuité des dérivées partielles, §; > 0 et

b9 > 0 tels que

of af € R
5%~ 5 (X0)| <5 des que [x —xof| <61
et of of
6 \
'8y<x) — 8—y(x0) <3 des que ||x — xq|| < d;.
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Si [|x — xg|| < inf{d1,d2}, on a

0 0
) = o, 30) = 5L 0, 30) = 20) = £ (. o)~ 30)
< 5 le = ol + Sy = vol < elx = xoll
C.Q.F.D.

Exemple.

Les dérivées partielles d’un polynome Py étant elles-méme des polynomes,
on a Py € C(®)(R™). De facon semblable, une fonction rationnelle R est de
classe C(*) sur son domaine de définition (c’est un ensemble ouvert). De
méme, une fonction transcendante telle

T .
e A% ou sinalx

est-clle de classe C(*) sur R”. Toutes ces fonctions sont donc dérivables (sur
leur domaine de définition).

Théoréme 11 Soit f € CA(E). Alors

0% f 0% f

8$ial‘j - c’)a:ﬁxi '

Démonstration.

Pour simplifier I’écriture, nous n’écrivons le raisonnement que pour le
cas n = 2 et nous posons x = x1, y = x2. Le cas général est similaire.

Soit (x,y) € F un point quelconque. Pour u > 0, posons

fetuy+u) - fletuy) - fle,y+u) + flz,y)

u2

E(u) =

En utilisant le théoreme des accroissements finis a deux reprises, on voit
qu’il existe x1 €]z, + uf et y1 €ly, y + ul tels que

E(u) = % <(f(ac—i—u,y+u) - f($+U,1?L/)) - (flz,y+u) - f(x,y)))
:igc(f(:cheru)—f(xl,y))
2
2 (St = @) = o ),
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Par continuité,

2
Mais, de fagon symétrique, on a aussi
Bw) = 2 L (1o + ugn) — Florm) = 2o (o2, 12)
U _uf)y T+ u,y2 Z,Y2 _Bxéy T2, Y2
et
. 2
C.Q.F.D.

Exemple.
Un fonction f € C*)(E) admet au plus

n+k—1
k
dérivées partielles D*f d’ordre k (||a||; = k) distinctes dans E.

Exemple.
La fonction définie par

2_ 2
T1@a() — 23) si (z1,x 0,0
fanm)={ A+ o e 700

0 sinon.

est de classe C(M) sur R™. On a en effet

4 2_3 5
4 — .
of B L1L2 +2 x15§22 2 s (z1,22) # (0,0),
s (@) =¢ (@ +ad)
1 0 sinon
et 4 3.2 5
4 j— .
of - 1Ty +2 “’15522 L si (21,20) # (0,0),
L (1,2) = (1 +2)
9 0 sinon.

Ces dérivées partielles sont bien continues a ’origine puisque

rive + 42223 — 25 < o] i+ 42223 + 23
(@F+a3? [T (a3

< 2 |zo|
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et que 4 3.2 _ .5 4 2,2 4 A
125 + 4 xjT5 — T <z |m2+4x1m2+x1
1T 42 1T %2

La fonction admet des dérivées partielles mixtes d’ordre 2. On a

§2|IL‘1|

2¥ + 102823 — 1023285 — 25

92 si (z1,22) # (0,0),
T (r,a) = (of +a3)"
ZCQ&TEl 1 .
— sinon
et
8 6.2 2.6 8
10 — 10 — .
021 R AR C D (0,20) £ (0,0),
0w (71, 22) = (7] + x3)
1552 1 sinon.

Ces dérivées mixtes ne sont bien entendu pas continues a l’origine :

0% f 14+10A2 =106 — X8

(:Eh )\xl) - 82718%’2 (xl’ Al‘l) - (1 + )\2)4

si x1 # 0.

N,

20

L
Qe
Tan

R

%
e
5%
e
o
&,

%
o,
Je.

X7
2%
%2

s
%
'l

F1G. 5 — Une fonction continiment dérivable

4.3 Propriétés

Soient £ C R™ un ensemble ouvert et f : £ — R une fonction numérique
définie sur F.

Théoréme 12 Si f est dérivable dans E et si [x1,%x2] C E, il existe x3 €
[x1,x2] tel que

f(x2) — f(x1) = f/(x3)(x2 — x1).
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Démonstration.
Appliquons le théoreme des accroissements finis a la fonction g : [0,1] —
R définie par la relation :

g9(t) = f(x1 + t(xa — x1)).
11 existe t3 €]0, 1] tel que

g9(1) = g(0) = ¢'(t3).

Puisque
o f(x1+t3(x2 — x1) + h(x2 — x1)) — f(x1 + t3(x2 — x1))
= Al h
= f'(x1 +ta(x2 — x1))(x2 — x1),
on a
fxa) = f(x1) = f'(x3)(x2 — x1)
avec
X3 = X1 + t3(X2 — Xl).
C.QF.D.

Théoreme 13 Si f € CF)(E) et si [xo,x] C E, il existe y € [x0,x] tel que
1 1
f(x) = f(xo) + Z o D f(x0) (x —x0)* + Z o D*f(y) (x —x0)®
lledli<k ledll1=Fk

ot l'on a posé
al = oqlag! - apl.

Démonstration.
Calculons le développement limité d’ordre k a lorigine de la fonction
g : [0,1] — R définie par la relation :

g(t) = f(xo0 + t(x — x0)).
11 existe s €]0, 1] tel que
— 1 1
o0 =00+ 3 50710 + 500
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Il suffit donc de vérifier que 'on a
P! e o
g (t) = Z o D f(xo + t(x — x0)) (x — x0)*.
llexllr=p

Le résultat suivra avec y = X + s(x — xg). Raisonnons par récurrence sur
p.Sip=1,

g'(t) = lim -
= lim J (%0 +t(x — x0) + h(x — x0)) — f(x0 + t(x — x0))
h—0 h

= f'(x0 + t(x — %0)) (x — X0)
S iDo‘f(X0+t(X—x0))(x—x0)°‘.

llellr=1
Par récurrence sur p donc :

g0t +h) — g ()

gP () =

11m
- o%:p % (x — x9)* lim Dafh(;z S Xi;> T _hXO)) e
-4 X_Xoaip (D (o + Hx — x0)(x; ~ 0,)
aj1=p
. (“!1) D f (%0 + t(x — %0)) (X — x0)%.
lledli=p+1
C.Q.F.D.

En particulier, si f est de classe C®) dans un voisinage de xg, elle y
admet un développement limité : il existe » > 0 tel que

)= fo) 4 3 o D) (%) YD D) (x - x0)®

ledli<k llellr =k
pour tout x tel que ||x — x| < r.

Exemple.
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Le développement limité est unique. En particulier, les coefficients aq,
d’un polynome

Py(x) = Z Ao X

llai<N
sont donnés par les formules de Taylor :

o = 5 D f(0).

Exemple.
Dans le cas fréquemment utilisé ou k& = 2, le développement limité peut
s’écrire sous la forme

£(%) = £(x0) + F/(x0)(x — X0) + = (x — x0) "H(y) (x — %o)

2
ou
DD f(y) DY f(y) - DM f(y)
D21 D22) ... D@n)
H(y) = 'f(Y) ‘f(Y) :f(Y) J—
DV f(y) D™D f(y) - D f(y)

est la matrice (symétrique) des dérivées partielles d’ordre 2 (matrice de
Hesse ou matrice hessienne).
4.4 Exercices

Justifier ses réponses.

1. Soient f: R — R et g : R — R deux fonctions dérivables. Montrer que
la fonction

h(w1,22) = f(21) g(w2)

est dérivable.

2. Déterminer ’ensemble des points ou la fonction
flar,x) = |21] 23

est dérivable.

3. Méme question pour la fonction

f(x1,22) = 120
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4.
o.

10.
11.

12.

Soit p > 1. Calculer ||grad(]|x|[?)].

Soit f : R — R une fonction dérivable. Calculer le gradient de la
fonction g : R™ — R définie par g(x) = f(||x]|).
Soit
zFsint sz 0,
fi(@) = { . ’

0 sinon.

Montrer que

— fo n’est pas continue;

— f1 est continue mais non dérivable;

— fo est dérivable mais non continiment dérivable ;

— f3 est continument dérivable mais non deux fois dérivable...

Soient £ C R™ un ensemble ouvert, xg € F un de ses pointset f : £ —
R une fonction numérique définie sur E. La dérivée directionnelle

de f en x( dans la direction du vecteur unitaire e (||e|| = 1) est
he) —
Daf(ra) =ty 100 1) =620

(si la limite existe). Montrer qu’une fonction dérivable en xy admet
une dérivée directionnelle suivant toute direction e en xg et que

De f(x0) = grad f(xo) - e.

Soient £ C R™ un ensemble ouvert convexe et f : ' — R une fonction
dérivable sur E. Montrer que, quels que soient x; et x9 dans F, on a

|f(x2) = f(x1)| < lIx2 — x| sup{[lf'(x)[| | x € [x1,%2]}.
Soit f : R™ — R une fonction telle que
|f(x2) = f(x1)| < Allxg — xq [P

avec p > 1. Montrer qu’elle est constante.

Développer la fonction f(x1,x9,x3) = x12273 au point (1,1,1).
Soient ¢ € C*)(R) et f(x) = ¢(alx). Vérifier que le développement
limité de cette fonction & ’origine peut s’écrire

k—1
FO = F(0)+ Y- 600) 37— (@)™ (axea) - (o)™ + 7y
p=1 )

ledli=p

et préciser la forme du reste ry,.
Soient ¢ € C(R) et f(x) = ¢(x” Ax). Calculer f(0) et H(0).
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5 OPTIMISATION

Nous considérons le probleme d’optimiser une fonction f(x) de n va-
riables.

5.1 Extremums locaux

Soient E C R™ un ensemble ouvert, xg € E un de ses pointset f : E — R
une fonction numérique définie sur F. La fonction f admet un extremum
local (ou relatif) en xg s’il existe r > 0 tel que sgn (f(x)— f(xg)) est constant
dans la boule B(x¢, ) — un maximum si ce signe reste négatif, un minimum
s’il reste positif.

Théoréme 14 Soient E C R™ un ensemble ouvert, xg € E un de ses points
et f: E — R une fonction numérique définie sur E. Supposons que f
admette des dérivées partielles dans E. Une condition nécessaire pour que
f admette un extremum local en xq est que

gradf(xg) = 0.

Démonstration.
Considérons par exemple le cas d’un maximum local. Pour 1 < j < n,
on a d’une part

fx0 + hel™) — f(xo) of
> i J =2
0= hl—>1r(I)1+ h 81‘j (XO)

et d’autre part

C.Q.F.D.

Les points ou le gradient s’annule sont les points critiques (ou station-
naire) de la fonction.

Théoréme 15 Soient f € C?)(E) et xg € E un point critique de f.
— Si pour tout u # 0,
u’H(x¢)u < 0,

f admet un mazimum relatif en xg.
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— Si pour tout u # 0,
u’H(x)u > 0,

f admet un minimum relatif en xg.

Démonstration.
Considérons par exemple le cas d’'un maximum. Il existe un nombre
91 > 0 tel que pour ||x — x| < d1 ,

£ = o) + 5 (¢ = x0) THy) (x — x0)
ouy € [xo,x] de sorte que
sgn (£(x) — £(x0) = sgn ((x = x0)"Hy) (x — x0)).
D’autre part,

|(x — x0) TH(y) (x — x0) — (x — x0)"H(x0)(x — %)
= |(x — x0)" (H(y) — H(x0))(x — X0
< [[H(y) — H(x0)]| [x — xo*.

Il suit de 'hypothese de négativité qu’il existe pu > 0 tel que
(x —x0)TH(x0) (x — x0) < — pu [|Jx — %ol
et il suit de 'hypothese f € 0(2)(E) qu’il existe un nombre o > 0 tel que

I = xof| < &2 implique [EL(x) - H(xo)|| < &.

Si [|x — xg|| < inf{d,d2}, on aura donc
sgn ((x —x0) H(y)(x — x0)) < 0.
C.Q.F.D.

Exemple.

Soient A\; < Ag < --- < A, les valeurs propres de H(xg). Si A, < 0, f
atteint un maximum relatif en xg et si Ay > 0, f atteint un minimum relatif
en xo (en vertu du théoreme des axes principaux de I’algebre linéaire).

Exemple.
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Il y a un maximum relatif en xg pourvu que

DUV f(y) DD f(y) - DORf(y)
(1) det DEVf(y) DEAf(y) - DERIY |
DD f(y) DEDf(y) - DERf(y)
pour 1 < k <n et il y aun minimum relatif si
DUV f(y) DI f(y) - DIRf(y)
ot DEVf(y) DEIf(y) -+ DEMf(y) o
DD f(y) DEDf(y) - DR f(y)

pour 1 < k <n (en vertu du théoreme sur les déterminants mineurs princi-
paux de algebre linéaire).

5.2 Fonctions convexes

Soient £ C R™ un ensemble convexe et f : E — R une fonction
numérique définie sur E. La fonction f est convexe sur F si, quels que
solent x et y dans E et quel que soit A dans 'intervalle [0, 1],

F(A=Xx+Ay) < (1 =N f(x)+Af(y)
Elle est concave si —f est convexe.

Exemple.

Quel que soit p > 1, la fonction f(x) = ||x||P est convexe puisqu’on peut
I'écrire comme f = hog ou g(x) = ||x|| est convexe et h(t) = tP est convexe
croissante.

Théoreme 16 Soient E C R™ un ensemble ouvert convexe et f : E — R
une fonction numérique dérivable sur E. Alors [ est convexe sur E si et
seulement si quels que soient x1 et Xg dans F,

f(x2) = f(x1) > f(x1)(x2 — x1).

Démonstration.
La condition est nécessaire. Supposant f convexe, on aura

J(x1 4+ AMxz2 —x1)) — f(x1)

f(x2) — f(x1) > ;)
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&K

&
SR
R

f (X1, x2)

F1G. 6 — Une fonction convexe

pour tout A €]0,1[. Donc

fx2) = F(x1) > f/(x1)(x2 —x1) + 7“9)
" or(A)
fim == =0

Laissant A tendre vers 0,
f(x2) = f(x1) > f/(x1)(x2 — x1).
La condition est suffisante. Donnés x1,x2 € E et A €]0, 1], soit
x) = (1 — A)x1 + Axo.
Alors les inégalités

f(x2) = f(xa) = f/(x2)(x2 — x»)

et
fa) = f(x1) < f1(x0) (0 —x1)
entrainent
T02) T 5 sy ey — 1) > L) T G1)
donc
fxa) < (L= A)f(x1) + Af(x2).
C.Q.F.D.
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Théoréme 17 Soient E C R™ un ensemble ouvert conveze et f € C2(E).
St pour tout u € R™ et pour tout x € F,

u’H(x)u > 0,

la fonction f est convere sur E.

Démonstration.
Soient x1,x92 € E. Alors, il existe y € [x1, X2| tel que
1
f(x2) = f(x1) = f/(x1)(x2 —x1) = 5 (x2 = x1)"H(y)(x2 —x1) > 0.
C.Q.F.D.

Exemple.
Soit f(x) = xT Ax une fonction quadratique. Alors H(x) = 2A pour
tout x et

f(x) = f(x0) + f'(x0)(x — x0) + f(x — x0).

La fonction f est donc convexe si et seulement si elle est positive.

5.3 Exercices

Justifier ses réponses.

—_

. Soient (z1,y1), (z2,%2),..., (xN,yn) des points du plan tels que
T <o <+ - <XIN.

Déterminer la pente a et 'ordonnée a 'origine b de fagon a ce que la
droite y = ax + b obtenue minimise la somme des carrés des écarts
entre les points donnés (xg, yx) et les points calculés (xy, axy + b) :

N

> (g — azy, — b)%.

k=1

(droite des moindres carrés)

2. Déterminer le minimum de ’expression

1
/ (sinmt —a— bt — ct?)?dt
-1

lorsque a,b,c € R.
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Montrer qu’une fonction f : R — R qui est a la fois convexe et
concave est nécessairement une fonction affine.

Montrer qu'une fonction convexe sur un polyedre y atteint toujours
son maximum en certains des sommets.

Montrer que la fonction
Fx) = (14 x"%)<">

est convexe.
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6 TRANSFORMATIONS DE L’ESPACE EUCLI-
DIEN

Soit £ C R™ un ensemble. Une fonction f : £ — R™ est déterminée par
ses composantes, les m fonctions numériques f; : £ — R :

f:(f17f2>"'7fm)'

6.1 Exemples

Nous considérons d’abord quelques transformations de ce type.

Exemple.

Dans le cas ou f : R” — R™ est linéaire, f(x) = Ax, les composantes f;
de f sont aussi des fonctions linéaires. L’image de R™ par f est un sous-espace
vectoriel de R dont la dimension est égale au rang de A, le nombre de
vecteurs colonnes linéairement indépendants de A (c’est aussi le nombre de
vecteurs lignes linéairement indépendants en vertu d’un théoreme d’algebre
linéaire).

Exemple.
Lorsque n = m = 3, une fonction f : £ — R™ est un champ de
vecteurs dans E. Le champ

X

f(x) = —=
I1x1?
est ainsi associé & la gravitation newtonienne dans R3\ {0}.

Pour visualiser une transformation R? — R?, (21, z2) — (y1,y2), on peut
tracer dans le plan y;y2 les images des droites x1 = ¢; et x93 = co par la
transformation.

Exemple.
Pour la fonction

fi(zy,x2) = €™ cosxy , fa(xy,x2) = €™ sinxy ,

les droites 71 = c; ont pour images les cercles y? + y2 = €% et les droites
T9 = co ont pour images les droites yo = tancs y1.

Exemple.
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X2 Y2

X1

F1G. 7 — Une transformation du plan

Les coordonnées sphériques r, 01,0, ...,60,_1 sur R” sont définies via
les équations suivantes.
Lorsque n = 2 (coordonnées polaires),

xr1=rcosb , o =rsinb;

c’est-a-dire que pour, x # 0,

r= /2% + 3

et
( T :
arctan T six; >0
% siz; =0, 29 >0
_ Z2 ;
0, = arctan 7= + sizg <0,29>0
—% siz; =0,20<0
€T .
\arctanm—% —7 sixz; <0, 29 <O0.
Lorsque n = 3,
x1 = r cos 6 sin 02
L9 = rsin )y sin O
r3 = 7 cos O
avec

r>0, 1<, <7m,0<6;<m.
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On a donc

r= /2?3 + 2% + 3

¢ To .
arctan 7 sizy >0
% siz; =0, 29>0
01 = arctan%—l—w sixz; <0,29 >0
—% siz; =0,29<0
x .
\arctanx—% —7 sixz; <0, 29 <O0.
\/x%—i—x%
tan +——— sixg >0
arc T3
922 % si $3=0
x%%—ﬂc% .
arctan T T + 7 sixg <O.

En général,

Ty = T COS0p_1
Tp—1 = 78in6,_1cosb,_o

Tp_o = rsinb,_1sinf,,_ocosb,_3

r3 =7rsinf,_1sinf,_s---cosby
To = rsinb,_1sinb,_o - --sinfs sin 61

21 = rsinf,_1sinb,,_o - --sinfy cos 61

(1 et xo dérogent a l'ordre « naturel » pour se conformer a 'usage courant
dans le plan et I’espace). On a

r>0, r<6<met 0<6; <7 pour2<j<n-—1.

6.2 Transformations continues

Soient £ C R™ un ensemble, xg € F un de ses points et f : £ — R™ une
fonction définie sur E. Elle est continue en xg si a chaque ¢ > 0 correspond
6 > 0 tel que

x € Fet|x—xpl <d impliquent |f(x)—f(xo)|| <e€
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X3

©2

X2

W
I

©1
X1

F1G. 8 — Les coordonnées sphériques dans R3

ou, de fagon équivalente, si pour toute suite {xj}ren de points de F,

li = impli li f =f .
Jim xo=xo mplique Tim£(xi) = £(xo)

La fonction f est continue en xg si et seulement si chacune de ses composantes
fi + E — R l’est. Elle est continue sur E si elle est continue en chaque point
de E.

Exemple.
Une transformation linéaire L : R™ — R™ est continue :

IL(x) = Lix0)[| < [[Lloo [ = xol|-

Exemple.
La fonction f : R™ \ 0 — R™ donnée par
X

f(x) = H

est continue. Elle ne peut pas étre prolongée & une fonction continue sur R”
tout entier puisque
f(\ egn)) =sgn A egn)

52



ce qui n"admet pas de limite lorsque A — 0.

Exemple.
La fonction f :]0, +o00[ x | — 7, 7] x [0, 7] — R? donnée par

f(r,01,02) = (rcos by sin by, rsin 0; sin O, r cos 03)

est continue.

Théoreme 18 Soient E C R™ un ensemble compact et £ : E — R™ une
fonction continue sur E. Alors l’ensemble f(E) est compact.

Démonstration.
Soit {yk }ren une suite de points de f(E). Il existe une suite {xy }ren de
points de E telle que
Y = f(Xk)
Par compacité, cette suite contient une suite partielle qui converge vers un
point de E, soit

X = lim x .
p—too '

En posant

on aura, par continuité,

et la suite donnée contient bien une suite partielle convergeant vers un point

de f(E). C.Q.F.D.

Lorsque les conditions du théoreme sont satisfaites, la fonction numérique
x — [|f(x)]| atteint son maximum et son minimum sur F.

Exemple.

Il existe un point x¢ de la sphére ||x|| = 1 ol une transformation linéaire
L :R" — R™ atteint sa norme :

ILloo = [L(x0)]-
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6.3 Transformations différentiables

Soient £ C R™ un ensemble ouvert, xg € E un de ses points et f : £ —
R™ une fonction définie sur E. La fonction f est dérivable (différentiable)
en xq 8’il existe une transformation linéaire L : R™ — R™ telle que

lim f(x) — f(xp) — L(x — x9))

X=X 1% = ol

=0

autrement dit si, dans un voisinage de xg, on a
f(x) = f(x0) + L(x — x0) + r(x)

avec =)
) r(x
lim ——— =0.
x—%o [|x — %o
La fonction f est dérivable en xq si et seulement si chacune de ses compo-
santes f; 'est et alors

Li = fZ/(XU)

La transformation linéaire L est donc unique. C’est la dérivée de f en xq,
notée

L= f/(Xo) = Df(X())

Relativement aux bases canoniques, sa matrice est notée

D(l)fl(XO) D(Q)fl(Xo) D(”)f1(Xo)
D(l)fQ(XO) D<2)f2(XO) D(n)fg(X(])
D(l)fm(xO) D(z)f;n(x(]) D(”)fm(Xo)
ou encore
83;<XO> gx;xw %{;(xw
G0 GEeo) o §E)

C’est la matrice de Jacobi ou la matrice jacobienne de la fonction f. En
particulier, il suffit que les fonctions f; soient toutes de classe C'V) dans E
pour que la fonction f y soit dérivable. On dit que f est de classe C*) dans
E fe C(k)(E), si toutes les fonction f; le sont.
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Lorsque m = n, le déterminant de la matrice de Jacobi est le jacobien
de la transformation, noté

Jf(Xo)
ou 5
(f17 f27 ERE fn) (XO)‘
O(x1,x2,...,2y)

Lorsque 'on écrit y; = fi(x1,x2,...,z,), on écrit aussi

Jf — 8(y17y27 e 7yn) )

8(1‘1, Ty« ,xn)
Exemple.

Une transformation linéaire f : R — R™, f(x) = Ax, est sa propre
dérivée. En tout point xq, on a

f/(X()) =A.

Exemple.
La fonction

f(r,01,02) = (rcos by sin by, rsin 0 sin O, 7 cos 03)
admet pour matrice jacobienne

cos@ysinfly —rsinf;sinfy 1 cos by cos by
sinfisinfy; rcosfisinfy rsinby cos by
cos 0 0 —7rsin 6y

dans l’ensemble ouvert E =10, 4+o00[ X | — m, [ x |0, w[. Les entrées de cette
matrices étant toutes continues, la transformation est dérivable dans E. En
fait, elle y est de classe C(°). Le jacobien de la transformation est

—r? sin 6,.

Théoréme 19 Soient E C R™ un ensemble ouvert convexe et f : £ — R™
une fonction dérivable. Quels que soient x1,X9 € E, on a

1£0x2) — £(x1) | < Vimn [xo — xa| sup{[IE' ()] | x € [xr, 2]}
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Démonstration.

En appliquant le théoréeme des accroissements finis (théoreme (12)) a
chaque composante f; de f, on obtient des points zj,2o,..., 2, € [X1,X2]
tels que

1£(x2) — £(x2) 1> =D (filx2) — fi(x1))?

i=1

=" (flz)(x2 —x1))” < 2 — x| an o1k
i=1
2
o —xa? Zz(af’ )

'Lljl

< x2 —x1*n Z £ (=) ||
=1
< lxa —x1|[*n x m sup{||f'(x) || | x € [x1,%2]}*.
C.Q.F.D.

Théoréme 20 Soient E C R™ un ensemble ouvert et £ : E — R"™ une
fonction admettant une matrice jacobienne dans E. Si x — |f(x)| admet
un mazximum local en xg € F,

Jf(Xo) =0.

Démonstration.

Si en effet ||f(xg)|| = 0, il faut que [|f(x)|| = 0 dans un voisinage de xq
donc que Jf(xg) = 0.

Si ||f(x0)]| # 0, la fonction

¢(x) = [Fx)[* = Y _(fi(x)?
i=1
admettra un maximum local en xg donc
grad¢(xg) = 0.

Comme

\Ofi
Z filo0) (¢

56



le systeme linéaire homogene

"~ Of; .
E ;= <971 <
a‘r] (XO)ul 0 ’ 1 >J=n

dans les variables uj, ug, . . . , u, admettra une solution non triviale u = f(xy)
et son déterminant Jf(xg) devra s’annuler. C.Q.F.D.

6.4 Exercices

Justifier ses réponses.

1. Soit f : R™ — R™ une fonction. Vérifier qu’elle est bornée (en norme)
sur ’ensemble FE si et seulement si ses composantes f; : R — R™ le
sont. Posant

M = sup{[f(x)[| | x € E}

et
M; = sup{|fi(x)| | x € E},

montrer que

2. Soit f : R?2 — R? la fonction
(I‘% — 137 2%11’2)
f(x) = \/x3 + 23

0 sinon.

si (z1,22) # (0,0),

Vérifier que ||f(x)]| = ||x||. Déterminer I'ensemble E. des points ou elle
est continue puis ’ensemble E,; des points ou elle est dérivable.

3. Calculer la dérivée de chacune des fonctions suivantes :

y1 = e*l cosza, Yo = €*l sinxq

2 2 2

Y1 =21+ 22 +x3, Y2 = o7 + 5 + 23
_ N _ /.2 2
Y1 =21+ T2, Y2 =T1 — T2, Y3 =1\/T] + T35
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Y1 =cosxy, Y2 =sinxy, Y3 = 1.
. Pour chacune des fonctions précédente, déterminer I'image f(R") de

R™ par la fonction f.

. Montrer, par un exemple approprié, que le théoreme des accroisse-
ments finis,

f(x2) — f(x1) = f'(x3)(x2 — x1),
est faux pour une fonction R™ — R™ si m > 1.

. Soient £ C R™ un ensemble ouvert convexe et f : £ — R™ une fonction
dérivable. Montrer que, si f’(x) = 0 pour tout x € E, la fonction f est
constante dans F.

. Vrai ou faux?

Soient £ C R™ un ensemble ouvert et f : E — R" une fonction ad-
mettant une matrice jacobienne dans E. Si x +— |[|f(x)| admet un
minimum local en x¢ € E, Jf(x0) = 0.

. On considere la transformation des coordonnées sphériques aux coor-
données cartésiennes sur R? :

x1 = r cos 6 sin O
To = rsin fq sin O

T3 = 1 cos bs.

Pour quelles valeurs de x la transformation inverse est-elle définie?
continue ? dérivable ? Quelle est sa dérivée ?
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7 DERIVATION EN CHAINE

Nous considérons le probleme de relier les dérivées partielles d’une fonc-
tion f : R™ — R relativement & deux systéemes de coordonnées différents sur
R™.

7.1 Le théoréme

Théoreme 21 Soient E C R™, FF C R™ des ensembles ouverts et soient
f: FE—- R" g: F — RP des fonctions telles que f(E) C F. Si f est
dérivable en xq et si g est dérivable en yg = f(xq), la fonction composée
gof: E — RP est dérivable en xq et

(gof)(x0) = g'(y0) o f'(x0).

Démonstration.
Dans un voisinage de xg, on a :

g(f(x)) — g(yo) — &' (o) (f'(x0)(x — x0))
—g(yo) — g'(yo)(f(x) — yo)
f(x) — yo — f'(x0)(x — x0)).

+

oq\
<
D

Distinguons deux cas.
Cas ou g'(yo) = 0.
Donné e > 0, soit d, > 0 tel que

€

TGl Y !

le(y) — g(yo)ll <

des que ||y — yol| < d4. Soit aussi d; > 0 tel que

I£(x) = yo — £'(x0) (x = x0)[| < [|Ix = ol
des que [|x — x¢|| < 01. En particulier, on a alors

1£(x) = yoll < (14 [[f'(x0)lloc) 1% — Xol|
Donc

O

~xol < inf{sy, — 09

}

implique
I8(£(x)) — g(yo)ll < elx—xo
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ce qui montre que
(gof)'(x0) = 0.

Cas ou g'(yo) # 0.
On a

lg(f(x)) — g(yo0) — &' (o) (f'(x0) (x — X0))]|
< |lg(f(x)) — glyo) — &' (yo)(£(x) — yo)|l
+/1g'(y0) lso I (x) — yo — £ (x0) (x — x0)-

Donné € > 0, soit d; > 0 tel que

1£(x) = yo — £ (x0)(x — xol| < Ix — xo

218’ (yo))lloo

des que ||x — xg|| < 6. Pour de tels x, on aura en particulier que

£G0) — yoll < ( T Hf’(xO)Hoo> I

2|8’ (yo))lloo

Soit maintenant d, > 0 tel que ||y — yo| < d4 implique

le(y) — g(yo) — &' (yo) (f(x) — yo)

ly = yoll-
2 (uf'(xO)Hoo + 2||g(§0))|oo>

<

Si
1)
I oll < inf{dy, ),
I Golllee + Sg7y o
l(E(x)) — g(¥0) — & (y0) (F'(x0) (x — x))I| < ¢ x — ol
C.QF.D.

Un cas particulier important du théoréme précédent est celui ot1 g = £~
On a alors X
—_1\/ —

(71) (o) = (f'(x0))
Soulignons que cette formule suppose que I’on sait que la fonction inverse f~!
est dérivable en yo = f(xg). Le théoréme entraine alors que la transformation

60



linéaire f’(x() est inversible (donc que m = n) et que la relation précédente
est valable.

En passant aux matrices des transformations linéaires f'(xg), g'(yo) et
(g of)(xg), la relation

(gof)(x0) =g (y0) o f'(x0)

implique (en écrivant y = f(x) et z = g(y)) :

0z, Oz Oy;
83:] ;: 0y; Ox;

pour 1 < k < petl < j <n. On écrit souvent ceci comme une relation
entre opérateurs de dérivation :

Z 83/1
856 i = O 8yl

ou, lorsque n =1,

La relation
_1yV/ -1
(£71) (yo) = (f'(x0))
quant a elle a comme conséquence supplémentaire la relation suivante entre
les jacobiens :
8(.%'1,.%2,...,1‘,0 1

OW1,92, -+ Yn) (yo) = OWY1, Y2, - - Yn) (x )'
8(1’1,:62,...,.%%) 0

7.2 Applications

Exemple.

Soient £ C R™ un ensemble ouvert et u,v : £ — R deux fonctions
numériques dérivables dans F. Alors les fonctions v 4+ v, uv et , si v # 0
dans E, u/v sont dérivables dans E et

(u+v) =u +
(uv) =v'v+uv

uw  uv—u
2

v v
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En effet, pour démontrer la premiere assertion, considérons les fonctions
f:E — R?et g:R?— R définies par

f(x) = (u(x),v(x)) et g(y) =w1 + v
La fonction f est dérivable sur E et a pour matrice

f'(x) = (ggzg giiﬁgi) - <v’(x)) ’

la fonction g est dérivable sur R? et a pour matrice

Jgy)=(@11).

On a
(u+v)(x) = (gof)(x).

Par suite,

(w0 ) = g (86 £ = (11) (19 ) = /) + 0/

ce qui est le résultat désiré.
Pour démontrer les deux autres assertions, il suffit de considérer les fonc-

tions ¢g(y) = y1y2 et g(y) = y1/y2 respectivement.

Exemple.
Considérons opérateur différentiel linéaire d’ordre deux a coef-
ficients constants :

b= Z Z @i a$1a$j

i=1 j=1

ou 'on peut supposer que la matrice A est symétrique. 11 est toujours pos-
sible d’effectuer un changement linéaire de variables

de telle sorte que
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les nombres A1, Ao, ..., A, étant les valeurs propres de la matrice A. Il suffit
en effet de choisir P telle que

A O - 0
pApT _ )\‘2 0
0 0 - A\

(en vertu du théoreme des axes principaux de l'algebre linéaire). On aura
alors, puisque

Yk = Dk,121 + Pr2T2 + - + Pk nTn,

que
Ay 0 - 0
8:5] Z 856] Yk kzl P oYy
puis que
82
0x;0z; Z: Ped 5, ox; (8yk> Z: Phj Z Pasi ay Oy
Ainsi

n n n n 8
D = Z Pqi Qi Pkj 7 A
i=1 j=1 k=1 qg=1 ayqayk
n n n n 2
DHN m%@{g
k=1 g=1 i=1 j—1 Ya9Yk
n n

> oy al
PAPT), A
=1 g—1 “ By,Dy =1 Oy

Lorsque n = 2, il n’y a que trois formes canoniques pour 'opérateur D,
suivant que les deux valeurs propres sont de méme signe, sont de signes
opposés ou que l'une des deux est nulle. On obtient ainsi I’équation de
Laplace (du potentiel)

2 2
0%¢ e 0°¢ _o,
0x? ' 92
I’équation d’onde
P _0% _
or?  Ox3
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et I’équation de la chaleur (de la diffusion)

o 06 _

8:1:% Oxs

Exemple.
En coordonnées polaires,

x1 =rcosby , T9 = rsinfy,

le laplacien
0? 0?
A=—+—
O0x? * ox3

devient (sauf a 'origine)

9 10 1 0?

A= T rar T o

lorsqu’on I’applique & une fonction de classe C?). En effet,

9 oo om0 0 snb 0

dxn  Ox Or  Ox106,  ‘or 1 06
et

9o om0 0 et D

dxa  Oxs Or | 0z, 001  ‘or r 00
Par suite,
6—2—cos«9g cosﬂg—smeli —Lineli (:0502—8111(91i
8$% N Lor Lor r 00 r 001 Lor r 06

92 cosfy sinf; 0?2 sin? 6y 9?2 sin26; 9 cosfy sinf; O

_ 2, 00 1 1 1 07 10 costy sinth O
= cos™ 0 or? 2 r Orof, + r2 002 * r  Or + r 00,

De fagon symétrique,

2
J :Sinelg (Sin018+ cosbr 0 >—|—COS€18 (sin918+ cosy 0 )

81‘% 87’ 87’ r 891 r 891 87' T 891
2 : 2 2 2 2 .
. 9 cosfq sinf; O cos“ 01 0 cos“ 61 O cosfq sinf; 0O
= 01— +2 - ) Bttt
St Lor2 + r 0rdb, + r2 062 + r Oor r 00,

La formule suit en additionnant ces deux expressions.

64



Exemple.
En coordonnées sphériques,

x1 =1rcosfysinfy , xo =rsinfisinfy , x3 = rcosbo,

le laplacien

s’écrit

R A W S I B B
2 9r or r2 sin O 009 2 00, r2sin? 6y 062
Considérons en effet la transformation auxiliaire

x1 = pcosby , xo = psinby.

En vertu de 'exemple précédent,

o° 10 18 9
0p>  pdp  p2007  Oa3’

Soient ensuite
p=rsinby , r3 = rcosbs.

Toujours en vertu du méme calcul,

o~ 910 19
p? 0z pdp  p? 063
2 10 1 8 1 9 1 92

o i or T2 00, T rsinda0p T 12sin? 0, 007

D’autre part

0 00 080 L0 costh D
dp  0Opor ' dp 06 20 r 06,
Donc
A_a2 19 19 10 costy 0 1 02

o T ar T7206, v ar  1Zsing, 08,  r2sin6, 002

ce qui est la formule annoncée développée.
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7.3 Exercices

Justifier ses réponses.

1. Montrer que la composition g o f de fonctions f : R® — R™ et g :
R™ — RP de classe C(Y) est une fonction de classe C'1).

2. Calculer le jacobien
o(r,01,062)

O(w1, va, T3)
, . . ]
(Pexprimer en termes des variables x1, o et z3).

3. Soit f : R™ — R une fonction dérivable strictement positive et considérons
la fonction g : R” — R définie par

9(x) =V [(x).
Montrer qu’elle est dérivable et que

o )
RN )

4. Soient f,g:R"™ — R deux fonctions dérivables et considérons la fonc-
tion h : R™ — R définie par

h(x) = log (1 + f*(x) + g*(x)) .
Montrer qu’elle est dérivable et que

FE)f'(x) + 9(x)9'(x)

") =2 P+ 2

5. Soit f € C®(R?) et considérons 1'équation d’onde

of _ 10
or? 2 0z’
Montrer que pour un changement linéaire approprié des variables,
y = Px,
elle devient
0% f
=0
0y10y2
En déduire la forme générale de sa solution.
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6. Vérifier que le laplacien

est invariant sous une transformation orthogonale
y = Px avec Pl =p!

des variables.

7. Montrer qu’en deux dimensions, les solutions de classe C'® de I'équation
de Laplace (les fonctions harmoniques)

Af=0

qui ne dépendent que de \/z + x3 sont de la forme

f(x) =alog /23 + 23 +b.

8. Montrer qu’en trois dimensions, les solutions de classe C'® de I'équation
de Laplace
Af=0

qui ne dépendent que de /2% + x3 + 23 sont de la forme

FX) = ——— 1D

Vi + x5+ 23

9. Soient f : R®™ — R une fonction dérivable et p € R un nombre réel.
Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) quels que soient x € R™ et ¢t > 0,
(i)
ftx)=1t"f (X)§

(ii) quel que soit x € R™,
Z j ach(X) =p f(x).
7j=1

(théoreme d’Euler sur les fonctions homogeénes).
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8 FONCTIONS INVERSES

Nous considérons le probleme de résoudre un systeme de n équations
différentiables en n inconnues : f(x) =y .

8.1 Le théoréme

Dans le cas ou f : R” — R"™ est linéaire, le systéme f(x) = y admet une
solution unique x = f~!(y) quel que soit y € R” si et seulement si f’ est
inversible.

Dans le cas n = 1, soit f(zg) = yo ou f est une fonction de classe c®
dans un voisinage de xo. On sait que si f’(x¢) # 0, il existe un voisinage
ouvert U de zg et un voisinage ouvert V de yg tels que pour tout y € V,
I'équation f(x) = y admette une solution unique x dans U, la fonction
inverse f~!: V — U ainsi définie étant elle aussi de classe C'(V).

Par exemple, pour f(r) = 2% et 290 > 0, on a U = V =]0,+00] et
fHy) = /y. Si f(z) =2 et zgp > 0, on a encore U = V =]0, 400[ car la
fonction inverse f~!(y) = ¥y est définie partout mais n’est pas dérivable a
I’origine.

Théoréeme 22 Soient E C R™ un ensemble ouvert et £ : E — R"™ une
fonction de classe CV) dans E. Si f(xg) = yo et si f'(xq) est inversible, il
existe un voisinage ouvert U de xg et un voisinage ouvert V. de yq tels que
léquation £(x) =y admette pour tout’y € V une solution x € U unique. La
fonction inverse £=1 : V — U ainsi définie est de classe CV) dans V.

Démonstration.

Le raisonnement se divise en trois étapes : il existe un voisinage ouvert
U de x¢ dans lequel la fonction f est injective, son image V = f(U) par f est
ouvert et la fonction inverse f=! : V. — U est de classe C(!) dans V. Nous
posons A = f'(xg).

Etape 1. Pour montrer qu’il existe un voisinage ouvert U de xy dans
lequel la fonction f est injective, soit R > 0 tel que la dérivée f'(x) soit
inversible dans la boule B(xg, R) C E. Si x; et x2 sont dans B(xg, R), on
peut trouver, pour 1 < i < n, des points z; € [x1, X2] tels que

fi(x1) = fi(x2) = fi(z:)(x1 — xa2).
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Donné

1
0<e< ———,
A~ oo

soit, pour 1 <i <mn, é; > 0 tel que x € B(Xo, J;) implique
€
vn

Soit § = inf{dy,d2,...,dn}. Six1,%x2 € B(x0,0), on aura

I1fi(x) = fi(x0)]| <

1£(x1) — f(x2) — A(x1 — x2)||

=" (filx1) = fi(x2) — fl(x0)(x1 — x2))”
=1
<A z) = F o) IPlIxa — %2
=1
< € |x1 — %o
En particulier,

1£(x1) — £(x2)|| > [[A(x1 — x2)[|* — € ||x1 — %2

1
> —€][|[x1 —x2]| >0
<||A oo )

si X1 # x3. La fonction f est injective dans la boule U = B(xg, 9).

Etape 2. Soient V = f(U) et £! : V — U la fonction inverse de la
restriction £f/U de f a U. Montrons que V est un ensemble ouvert. Soit
y3 = f(x3) € V. Choisissons 73 > 0 tel que B(x3,73) C U et considérons
I’ensemble compact S3 = f(S(x3,r3)), image de la sphére compacte S(x3,73)
par la fonction continue f. Puisque y3 ¢ Ss,

dz = inf{|ly —ys3|| | y € Sa} > 0.

Vérifions que B(ys,ds/2) C V. Soit y4 € B(ys,ds/2). Considérons la fonc-
tion ¢ : U — R définie par

¢(x) = [[£(x) — yal*.
Il y a un point x4 € B(x3,73) tel que

d(x4) = inf{o(x) | x € B(x3,73)}.
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En fait, x4 € B(x3,73) car si ||x — x3|| =73, on a

¢(x) = [£(x) = yal® > (I£(x) =yl = llys — yall)*

(o8- (2) o

Par suite, la fonction ¢ atteint un minimum local en x4 et donc

9¢ - Ofi
- =2 i — Yai =0
oz, (x4) ; (fi(x4) — ya,i) oz, (x4)
pour 1 < j < n. Comme
0 coisfn
(fla f27 3 f ) ?é 07
8(1’1,1‘2, ey :L‘n)
la solution du systeme linéaire homogene
— dfi
(X4) U; = 0
i1 82Uj

pour 1 < j < n doit étre la solution triviale u = 0, c’est-a-dire que
ya = f(x4).
Etape 3. Montrons enfin que f~! € CW(V). L’inégalité
-1 -1 1
Iy — £ )| < ————liys — el

1A e — €

obtenue a la fin de I’étape 1 et valable quels que soient y1,y2 € V montre
déja que =1 € CO(V). Soit y5 = f(x5) € V un point quelconque et vérifions
que £~ y est dérivable. Donné 1 > 0, soit p > 0 tel que

1£(x6) — £(x5) — £'(x5)(x6 — x5)|| <1 |x6 — xs]|
des que ||xg — x5|| < p. Soit maintenant A > 0 tel que
16 — x5/l = 7" (ye) — £ (y5)Il <
des que |lys — y5| < A. Si ||lys — y5/| < A, on aura donc

£/ (x5) (F'(x5) " (ys — y5) — (F (ye) — £ (y5))) | < nllf " (ye)— £ (ys)ll
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d’ou

1£7" (ye) — £ (v5) — £'(x5) " (y6 — )

1
< Uf”% —ysll

HA_1||OO — €

o
I1£(x5) oo

ce qui montre que =1 est dérivable en y5 et que, bien siir,
(£ (ys) = £/(x5) .

Cette derniére relation entraine aussi que f~1 € CO(V) si f € CD(U) —
et plus généralement que f~1 € CF(V) si f € CF(U). C.Q.F.D.

La démonstration précédente peut étre grossierement décrite de la facon
suivante : on montre d’abord que la fonction f établit localement un iso-
morphe d’ensembles (f est localement une bijection), ensuite un isomor-
phisme topologique (f est localement un homéomorphisme — une bijec-
tion continue ainsi que son inverse) et enfin un isomorphisme différentiel (f
est localement un difféomorphisme — une bijection dérivable ainsi que
son inverse — de classe C(Y) ou plus).

Sauf dans les cas les plus simples, il est illusoire d’espérer trouver expli-
citement les fonctions

€j :¢j(y17y2a"'7yn) ) 1 g] <n
solutions du systeme
fi(xl,xg,...,xn):yi, IS’LSTL

La regle de dérivation en chaine permet quand méme de calculer leurs
dérivées partielles au point yo. Dérivant en effet les équations

filzi,22,...,xp) =y, 1 <i<n

par rapport a g, on obtient un systeme linéaire de n équations en n incon-
nues

qui s’écrit




et

Comme son déterminant

a(flaf?)"'afn)

O(x1,xa, ..., xp)

est, par hypothese non nul, il admet une solution unique qui peut, par
exemple, s’écrire a l'aide de la reégle de Cramer — c’est le théoreme (21)
explicité dans le cas particulier d’une fonction inversible.

8.2 Exemples

Exemple.
Le théoréme des fonctions inverses a un caracteére local. La fonction f :
R? — R? définie par

fi(xy,xe) = €™ cosxy , fa(xy, ) = €™t sinxy

n’est pas globalement inversible méme si f/(x) est inversible partout. On a

en effet
a(yh 312)

_ 2T
=1 > 0.
8(331, xg)

et le systeme d’équations
y1 = el cosxy , Yo = el sinxg

admet pour solutions

z1 =log\/y? +v3, x2:arctany—2+k:7r, kelZ.
W

Exemple.
Les équations
2 2
Y =21 — Ty, Y2 = T122

peuvent étre résolues pour x1 et xo au voisinage de tout point x # 0 puisque

A(y1,v2)

_ 2 2
8({[;171‘2) =2 (.Tl +x2) .
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On a effectivement

1
x1=i\/2y1+\/y%+4y§,w2:i : b2 .
\/2y1+\/y%+4y§

Exemple.
Supposons que ’équation

x3+a1x2+a2x+a3 =0
admette trois racines distinctes 1 < xo < x3. Alors, si
(a1 —b1)* + (ag — b2)? + (a3 — b3)?
est assez petit, ’équation voisine
22+ bz + box + b3 =0
admettra elle aussi trois racines distinctes. On a en effet

a1 = —(z1 + x2 + x3)
ag = T1T2 + T2x3 + T3T1
a3 — —X1X9x3
donc
d(a1,as,a3)

O(w1, va, T3) = — (21 — @2) (w2 — w3) (w3 — 1) <O.

Le systeme d’équation précédent établit donc une bijection entre un voisi-
nage du point (x1,x2,x3) (dont on peut supposer qu’il ne coupe aucun des
plans z1 = x9,r9 = 3 et x3 = 1) et un voisinage du point (ay, ag, as).

Exemple.
Soit g : R™ — R"™ une fonction dérivable et telle que

1
v =sup{llg’Go)f [ x € R"} < —.
Alors la fonction f : R™ — R" définie par
f(x) =x+g(x)

est bijective.
Dans le cas ol g(x) = Ax est linéaire, cela résulte du lemme suivant :
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Lemme 1 Si||A] <1, I— A est inversible et
+oo
I-A)' =) A*
k=0
Démonstration.
On a l'identité
I-AY=I-A)T+A+A%+... 4+ AN,

Puisque ||A¥|| < [|A|* et puisque la série
+oo
k
> 1Ak
k=0
est convergente, la série
+oo
> A
k=0
est elle aussi convergente et, laissant N — +oo dans la relation précédente,
+0o0
I=(1-A)) A
k=0

C.Q].)Pz;‘nz.le cas général, la fonction f est injective car la relation f(x;) = f(x2)
implique implique la relation
X1 — X2 = g(x2) — g(x1)
et (théoreme (19))
11 = Xaf| < nyllx = xafl < fx1 —xaf

ce qui est absurde.
Pour montrer que f est surjective, soit y € R™ un point quelconque et
considérons

o(x) = [If(x) — yl*.
Alors
Vo(x) = lIx+gx) -yl
> |Ix|| — lg(x) — g(0)[| — lg(0) — ¥l
> |Ix|| — nyllx[| — [|g(0) — |
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de telle sorte que
6(x) = +oo.

[[x[| =00

Il existe donc X € R" tel que
6(%) = nf{o(x) | x € B"}.
On a
¢'(X)=0
c’est-a-dire
_ — 89]' — — — 99 ,_
0= +g;(®) —9) ([ 1+ 72 | + D> _ @i+ 6(X) — i) 5 (%)
al‘j — 8$j
i#£]
pour 1 < j < n. Le systeme d’équations linéaires
I+g(x)u=0
admet donc pour solution
u=x+gXx) —y.

Comme ||g/(X)|| < 1, I+ g/(X) est inversible et la solution précédente doit
étre la solution triviale u =0 :

y = f(X).

8.3 Exercices

Justifier ses réponses.

1. Déterminer les points xg au voisinage desquels le systeme
y1 =i + 23, y2 = 2122
peut étre résolu pour x. Calculer explicitement cette solution.
2. Déterminer les points x(¢ au voisinage desquels le systeme
y1=x1+T2+ -+ Ty

2 2 2
$1+$2+"'+$n

Y2

Yo =af 4ol bt

peut étre résolu pour x.
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3. Montrer que si la matrice

a b
A=
(c 3
est inversible, le systeme d’équations

Y1 :axl—i-exf—i—bxg, Y2 :cx1+d:1;2+6x§

peut étre résolu pour x pres de 'origine. Obtenir la solution explicite

dans le cas ou
10
A= (1),

Spécifier les points y pour lesquels la solution obtenue est valable.
Qu’arrive-t-il lorsque € tend vers 07

4. Montrer que le systeme
Y1 = X3COST1T2, Y2 = X3 sinxlxg , Ys = I + x3

peut étre résolu pour x au voisinage de tout point x¢ tel que g 1203 #
0. Calculer les dérivées partielles au point yy des fonctions obtenues
lorsque x¢ = (1,0, 1).

5. Soit f(x) = (1,23, 23). Vérifier que f est inversible au voisinage de 0

bien que f'(0) ne le soit pas. Explication ?
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9 FONCTIONS IMPLICITES

Nous considérons le probleme d’éliminer m inconnues d’un systeme de
m équations différentiables en n inconnues : f(x) =0 .

9.1 Le théoréme

Dans le cas ou f : R” — R™ est linéaire, f(x) = Ax, supposons que le
rang de A soit égal a m; alors (en vertu d’un théoreme d’algebre linéaire),
il existe 1 < 71 < ja < -+ < jm < n tels que

151 Alg, 0 (1,
a5 Q24 0 425,
det | ) . #0
Am,ji Am,ja "7 Amygy,
et les inconnues zj,,Tj,,...,2;, peuvent étre éliminées du systeme Ax =

0, c’est-a-dire peuvent étre exprimées comme fonctions linéaires des autres
variables x; : le systéme possede p = n — m « degrés de liberté ».

Théoréme 23 Soient E C R™ un ensemble ouvert et £ : E — R™ une
fonction de classe CV) dans E. Supposons que f(x0) = 0 et que

8(f17f25”'7fm)

O(x1,x2,...,Tm)

(x0) # 0.

Alors il existe un voisinage ouvert U de xg dans R™ et un voisinage ouvert W
de (T0.m+1;T0,m+2; - - -»Ton) dans R"™™ et il existe une fonction ¢ : W —
R™ de classe CY dans W telle que

{xeUlf(x)=0}={x €U |z = di(Tmt1,Tmt2,---,Tn) , 1 <i <m}.

Démonstration.
Introduisons la fonction g : £ — R™ en posant

g(X) = (fl(X),fg(X), .. 'afm(x)axm+1;xm+27 .. 'axn)-
Alors g € CW(E) et

(91,92, -, 9n) (x) = I(f1, fas-- s fm)

O(x1,xa,...,2n) O(x1,x2,...,Tm)

(x).
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Ainsi g(xo) = (0,0, ...,0,Z0m+1, Zo,m+2, - - -, To,n) €t g'(x0) est inversible.

En vertu du théoreme (22), il existe un voisinage ouvert U de xo dans
R™ et un voisinage ouvert V de (0,0, ...,0,Z0m+1, Z0m+2; - - - , Lo,n) dans R"
que nous pouvons choisir de la forme

V=]—-0,0["xW

ou W est un pavé ouvert centré en (o m+1, 0 m+2; - - - » To,n) dans R tels
que la fonction g établisse une bijection entre U et V, la fonction inverse
g1 étant de classe CV) dans V.

Ecrivons alors que les relations

yi:fi(xla:EQa"'vxn)a 1<i<m
yi=x;, m+1<i<n

sont équivalentes aux relations

zi =g, (Y1, Y2, Yn) , 1 <i<m

Alors dire que x € U revient a dire que
Ty = 91'_1(3/1792’---7yma$m+1>$m+2a-- . 7xn) s 1<i<m
et ajouter que f(x) = 0 équivaut a écrire

-1
T = 9; (ana s 707xm+1yxm+25 v ,l‘n)

= ¢i(xm+1vxm+2,- . 'a$n) ) 1 S { S m.

C.Q.F.D.
Comme dans le théoreme (22), il est illusoire, sauf dans les cas les plus
simples, d’espérer trouver explicitement les fonctions

T; = Gi(Tm41, Tmy2, - Tn) , L<i<m
a partir du systeme
fi($17x27"'7$n):07 1<i<n.

La regle de dérivation en chaine permet quand méme de calculer leurs
dérivées partielles au point (o m+1, Z0,m+2; - - -, Zon). Dérivant les relations

fi(¢1($m+17$m+2a ce >$n)a ce 7¢m(xm+17xm+27 ce 7~Tn)a Tm+1,--- ,:Un) =0
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(1 <4 < m) par rapport aux variables « indépendantes » z; (m+1 < j <n),
on obtient un systeme de m équations linéaires en m inconnues

Op1 O Opm

s yee ey
8$j (%j 8x]~

qui s’écrit

— Ofi ¢ _ Of;

_— = , 1< <m. 1
el aZEk al‘j 8:Ej ( )
Comme son déterminant
O(f1, fa,- - fm)
O(x1,T2,...,2m)

est par hypothese non nul, il admet une solution unique.

Le théoreme précédent n’a, bien siir, été énoncé en termes des variables

T1,T2,..., T, que pour des raisons de commodité d’écriture. L’hypothese
a(f17f27 .. 7fm)
(x0) # 0
8($1, Ly ey xm)

remplacée par I’hypothese

a(fl?f% - 7fm)
3 (x0) #0
(le,l‘jQ, o ,;L‘jm)
permettra de résoudre pour les variables zj,,%j,,...,zj,, en termes des

autres variables x; — il suffit de renuméroter les variables pour le voir.

9.2 Exemples

Lorsque m = 1, ’hypersurface de niveau f(x) = 0 peut étre considérée
comme le graphe d’une fonction

Tp = ¢n(x17w27 cee wrn—l)

au voisinage de tout point xg tel que

fx0) =0 2(x0) 20
On a alors
of
O, _ Oy
dz;  Of
o0z,
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Exemple.
Considérons I’hyperbole 22 — 2 = 1. Dans le voisinage U du point (1,0)
qu’est le demi-plan z1 > 0, on peut écrire de fagon équivalente

vy =/1+23, 22 e R (=W).

Dans le voisinage U du point (2,v/3) constitué par le premier quadrant
(1 > 0,29 > 0) , on peut écrire

Ty =4/14+23, 22 e R (=W)
zy = /2? -1, 21 €]1, +o0] (= W).

ou

Exemple.
Considérons 'ellipsoide

2 2 2
of @b o
2 T2 T2

Dans le demi-espace x3 < 0, voisinage U d’un de ses points xg tel que
z0,3 < 0, I'équation qui la définit est équivalente a

2
L
+ 7b2 < 1.

) 2zl x?
T3=—c -4 2 pour =2
a? b2 a?

(ici W est ellipse z3/a? + 23 /b* < 1).

9.3 Exercices

Justifier ses réponses.

1. On considere I’équation
129 — x3logxe + ™% —1 =0

au voisinage du point (0, 1,2). Peut-on I'y résoudre pour x; ? pour z3 7
pour xz3?

2. On considere le systeme d’équations
_ 2 2 2 _
rT1+xet+a3=1, 21 +x3+z3=1

au voisinage du point (1,0, 0). Quelles variables peut-on y éliminer ?
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. On considere le systeme d’équations
x? —2wowy + a3 =0, 23 — a3+ a3+ 25 =0

au voisinage du point (—1,1,1,1). Vérifier que I'on peut I’y résoudre
pour x1 et x3 et calculer les dérivées partielles

Oxy  Owy Oz Owy
83}27 (9.%'4 ’ 8.%'2 ’ 81‘4.

. On considere le systeme d’équations

1 + 229 + 323+ 1024 =0
4xy + 5wy + 6x3 + 25 =0
7x1+8x2+9m3—|—x220

au voisinage de lorigine. Vérifier qu’elles déterminent zi,x2 et x4
comme fonctions de x3 et calculer la dérivée a l'origine de chacune
de ces fonction.

. Soit f: R? — R une fonction de classe C? telle que f(xg) =0 et que

of

Oy

(x0) # 0.
Calculer
dQCCQ
dx%
le long de la courbe de niveau f(x) = 0 au voisinage de xg.

. Soit f : R?® — R une fonction de classe C(V) telle que f(xq) = 0 et que
of of

aTcl(XO)aTSQ(XO)i(XO) # 0.

Alors 'équation f(x) = 0 détermine chaque variable z; comme fonc-
tion des deux autres au voisinage du point xg. Montrer que

a$1 8.7}2 833‘3

aibg 8{[}3 81‘1 -

. Déduire le théoréeme des fonctions inverse du théoréme des fonctions
implicites.
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10 OPTIMISATION SOUS CONTRAINTES

Nous considérons le probleme d’optimiser une fonction de n variables
f(x) sous m contraintes différentiables g(x) = 0.

10.1 Variétés différentiables

Un ensemble M C R™ est une variété différentiable de dimen-
sion p si 'on peut, au moins localement, le paramétrer par p variables
indépendantes. De fagon précise, on suppose qu’a chaque xg € M corres-
pondent un voisinage ouvert U C R” de xg, un ensemble ouvert T" C RP et
une fonction h : T — R” de classe CV) tels que

MNU={x|x=h(t), teT}

et que le rang de h/(t) est égal a p en tout point t € T. Cette derniere condi-
tion entraine que l'on peut localement obtenir les parametres t1,%2,...,1,
en termes de coordonnées xj,,%j,,...,x;, et signifie que M est vraiment
localement « a p dimensions ».

Sih:T — R" est un paramétrage d’une portion de M et ¢ : S — T est
un difféomorphisme de classe C(!) entre S et T, alors h; = h o) en est un
autre paramétrage possible.

P

Soit xg = h(tp) un point d’une variété M de dimension p. L’espace
tangent a M en xg est le translaté par xg de ’espace

Tor(x0) = {u a=> g:;(to)} .
k=1

C’est un espace de dimension p qui ne dépend pas du paramétrage de M au
voisinage de x¢ choisi.

L’espace normal & M en xq est le translaté par xg du complémentaire
orthogonal de T (x0) :

N (x0) = {v | v = Z)\Z-ni},
i=1

ou les vecteurs ni,ny,...,n, sont des vecteurs linéairement indépendants
tels que
Oh .
ni-aT(to):O pour tout 1<i<m,1<k<np.
k
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Une variété M peut étre définie de fagon implicite.

Soient £ C R™ un ensemble ouvert et g : £ — R™ une fonction de classe
C™ telle que le rang de g’ (x) soit égal & m en tout point. Alors

M = {x|g(x) =0}

est une variété de dimension p = n — m. Cela découle du théoreme des
fonctions implicites. A chaque x¢ € M correspond un voisinage ouvert U C
R"™ de x¢ et des indices j1, jo, ..., jm tels que

8(917927' . 7gm)

(x) # 0 pour tout x € U

8(xj1,xj2, ey .’L'jm)
et que, par conséquent, x;,,Zj,,..., %, peuvent s’écrire comme fonctions
continiment dérivables des autres coordonnées z;. Lorsque j; = 1,js =
2,...,Jm = m par exemple, on a
Tj = ¢j($m+1a$m+2a - ,ZCn) , (-Tm+1a$m+27 ey .’ﬁn) eWw
W étant un voisinage ouvert de (o m+1,Z0m+2;---,%0,) dans R*™™. Un
paramétrage local de M est alors (t1 = Zmi1,t2 = Tm2,. .., tp = Tp)
& (Tma1, Tmg2s -, &n) pour 1 <j<m,
hj($m+1axm+2>- CTp) = .
Z;j pour m+1< 7 <n.
On a
991 o¢1 ... Op;
0Tmt1  OTme2 0z,
2 2 ... O
a-73m-i-1 8l'm-‘rQ 0y
Obm 00 06
b’ ce = m m e m
(Trm+1; Tmt2s - - - Tn) Ot OTmis DLy
1 0 0
0 1 0
0 0 e 1

Les équations définissant les vecteurs normaux n; s’écrivent ici

m
0
> ni 2 Nim+k = 0.

= axm—&—k
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Comme (équation (1))

on doit avoir
n; = grad g;(xg) , 1 <i<m

et donc
m
N (x0) = {V | v= Z)‘i gradgi(xo)} :
i=1
Cette description, établie pour le cas ou j1 = 1,52 = 2,...,jm = m, reste
bien entendu valable pour ji, jo, ..., jm quelconque.

10.2 Exemples

Une hypersurface de niveau
M = {x| g(x) = c}

est une variété de dimension n — 1 si grad g(x) ne s’annule pas sur M.
L’espace normal en xg est la droite passant par xy et portée par le vecteur
grad g(xo) :

xp + Agrad g(xp) , —00 < A < 0.

L’espace tangent est I’hyperplan orthogonal a cette droite :
{x [ grad g(xo) - (x —x0) = 0}.

Exemple.
Une sphere
S={x|(x-a)(x—a)=r?}

est une variété de dimension n — 1. Si ||xg — a| = r, soit zg 1 — agr # 0, par
exemple, xo — apr > 0. Alors, au voisinage de xg, S peut étre paramétrée
par les coordonnées x; telles que j # k :

T, =ap+ [ — Z(x] —a;)? si Z(xj - aj)2 < r.
T o

L’espace normal en xg est la droite

xp + A(xg—a), —0o < \ < oo.
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L’espace tangent est ’hyperplan d’équation

(xo —a)- (x—xp) =0.

Une courbe paramétrée C est définie par une fonction h :|a, b — R"
de classe C(V) dont la dérivée h’(t) ne s’annule pas :

C={x|x=h()}.

C’est une variété de dimension 1. L’espace tangent en xg = h(tp) est la
droite
xo + ph'(to).

L’espace normal est I’hyperplan d’équation
h'(to) - (x — x0) = 0.

Aux points de rebroussement ou h'(fy) = 0, la « courbe » n’admettrait
pas de tangente.

Exemple.
La fonction h :] — 1,1[— R2,

h(t) = (1483,1 —t*/3),

ne définit pas une variété car il y a un point de rebroussement lorsque ¢t = 0.

/\

(1 +t3, 1 -t%3% ) pourt =0

Fi1G. 9 — Un point de rebroussement

Une surface paramétrée S dans R? est définie par une fonction h :

T — R3 de classe CM) dans I'ensemble ouvert T' C R? telle que les vecteurs
dh oh

—(t) et —(t

or, (b) et 5. (t)
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sont linéairement indépendants en tout point t € T :
S ={x|x=h(t)}.

C’est une variété de dimension 2 dont l'espace Ths(xg) est engendré par
les vecteurs précédents évalués en tg. L'espace Njps(xp) consiste alors des
multiples de
oh oh
n(tg) = —(tg) X =—(to).
(to) 8t1( 0) 8t2( 0)
L’intersection de deux telles surfaces Si et S9 est une variété de dimen-
sion 1 si leurs normales
n;(xo) et na(xo)
sont linéairement indépendantes en tout point xg € S1N.S,. L’espace tangent
a S1 NSy en xq est la droite

X0 + pni(xg) X ni(xg) , —00 < p < 0.

Exemple.
La normale au point x¢ au plan d’équation

ari+bras+crs=1,a>b>c>0,

est
np(xg) =np = (a,b,c)

et celle a la sphere

x% + x% + x% =72
est

ng(xg) = Xo.

On a

np X ng(xp) #0
sauf dans le cas ou plan et sphere sont tangents en xy — le plan est alors
I’espace tangent & la sphere. Sauf pour ce cas exceptionnel, I'intersection du
plan et de la sphere est un cercle. Son centre est le point du plan qui est le
plus pres de 'origine, c’est-a-dire

c= 2P
Inp?

et son rayon est
9 1

r=yrt——.
lnp|?
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10.3 Extremums liés

Théoreme 24 Soient E C R"™ un ensemble ouvert, f : E — R une fonction
numérique dérivable définie sur E et M C E une variété différentiable. Une
condition nécessaire pour que la restriction f/M de f a M admette un
extremum local en xg € M est que grad f(xo) € Nar(xo).

Démonstration.
Soit h :] —¢,0[P — R™ un paramétrage de M au voisinage de x¢ tel que
xo = h(0). Soit u € T/ (x0) quelconque. Si

P
oh
u= —(0
> 5. (0)
k=1
considérons sur M la courbe paramétrée c :| — n,n[— R™ définie par

C(S) = h(S/Ll,S/,LQ,. . 'aS/’Lp)‘

Pour cette courbe, ¢(0) = x¢ et ¢/(0) = u. La fonction s — f(c(s)) admet-
tant en 0 un extremum local, sa dérivée doit s’annuler, ce qui donne

- dcJ B B
z:: 8x] (0) = gradf(xp) -u=0.

Ainsi grad f(x0) € Na(xp). C.Q.F.D.
Chercher les extremums liés d’une fonction f(x) sous m contraintes

g1(x) = g2(x) = -+ - = gm(x) =0

revient donc en pratique a chercher les extremums libres de la fonction de
Lagrange

L(x,\) = E:A”h

Les conditions nécessaires

oL 0L oL

P PR M

correspondent a la condition d’orthogonalité

gradf = Z A grad g;
i=1
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et les conditions nécessaires
oL _oL_  _ oL _
O\ ONg O\,

correspondent aux contraintes

Exemple.
Déterminer la distance d’un point donné xy a une variété M donnée de
fagon implicite,

M = {x| g(x) =0},

revient & minimiser la fonction

F(x) = lIx = x|

sous les contraintes

g1(x) = g2(x) =+ = gm(x) =0

et conduit aux équations de Lagrange

2(x — x0) = »_ \i grad g;(x)
=1

g(x) =0.

Dans le cas le plus simple, m = 1 et g(x) = a- (x — b), 'unique solution
de ces équations est

a- (b —x)
all?

ce qui conduit au minimum global de la distance

X = Xqg +

a- (b —xo)|
la]

Exemple.
Pour déterminer les valeurs extrémes de la fonction quadratique

f(x) =xTAx
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sur la sphere unité

S = {x ||l =1},

les équations de Lagrange sont
Ax = \x xI'x = 1.

)

Les multiplicateurs de Lagrange sont donc les valeurs propres
A< A< <A,

de la matrice A et les points critiques sont les vecteurs propres normalisés
x; associés. Comme

f(x5) = A;,
on a
inf{f(x) | [x[| =1} = Ay,
sup{f(x) | [[x[| =1} = Ay
et

M x? < F(x) < A Il

10.4 Exercices

Justifier ses réponses.

1. Vérifier que 'espace Ths(x¢) est indépendant du choix des parametres
au voisinage de xg.

2. Déterminer espace tangent et espace normal au cercle défini paramétriquement
par
x1 =rcosbysint, xo = rsinfysint, x3 = rcost

(r et 0 sont fixés).

3. Déterminer espace tangent et espace normal au cercle défini implicite-
ment par
1+ x2o+x3=1, x%—l—a:%—i—x% =1.

4. Montrer que le graphe d’une fonction dérivable f :]a,b] — R,

{(z1,22) [ 22 = f(21) , a < x1 < b},

est une courbe différentiable sans point de rebroussement dans R2.
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5. Les coordonnées cylindriques p, ¢ et z sur R3 sont définies par
Ty =pcos¢, xo=psing, r3 ==z

(p>0, m<op<7, —00< 2z< ).
— On considere le cylindre

S ={x=(cos¢, sing, z)}.

Calculer les vecteurs tangents

et vérifier que

— Considérons ensuite ’hélice
C = {x = (cost, sint, ht)}

(h > 0 est le pas de I'hélice). Exprimer le vecteur tangent

ox
ot

en un point xqg de la courbe C' en terme des vecteurs

au méme point.

6. Considérons la sphere
S = {x = (cos b sin O, sin # sin s, cosbs)}.

— Vérifier que
ox  0Ox
—_— >< —_—
001 002
— Vérifier que les méridiens (les courbes 6; = c1) et les paralleles
(les courbes 2 = ¢3) se coupent bien a angle droit.

= — sin 6y x.

7. Soient m,n,p € N. Déterminer le maximum de I’expression

2m~+1, 2n+1_2p+1
Ty Xy T3
sous la contrainte 1 + o + x3 = 1.
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. Déterminer le minimum de I'expression
1
/ (sinmt —a—bt—ct?)2dt
-1
sous la contrainte a + b+ ¢ = 0.
. Solent 0 < ap <ag < -+ <ap, 0<by <by <--- < by,

ag 0 -+ 0 by 0 -+ 0
0 ay --- 0 0 b --- 0
A = . . . et B = . . .
0 0 - ap 0 0 - b,
Déterminer
sup{x’ Ax | x'Bx = 1}
et

inf{x"Ax | xIBx = 1}.
. La formule de Héron pour 'aire du triangle de cotés a, b et c est

Vs(s —a)(s —b)(s —c¢)

ou

a+b+c
5 .
Pour quel triangle cette aire est-elle maximale ?

. L’entropie d’une distribution de probabilité est

n
— ij logp;.
j=1

(C’est une mesure du degré d’aléatoire de la distribution). Pour quelle
distribution de probabilité est-elle maximale ?

. La moyenne arithmétique de n nombres positifs est
1 n
A=— j
w2t
J=1

et leur moyenne géométrique est

G = Yrix9-- - T

Montrer que
G<A

en précisant le cas d’égalité.
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fonction rationnelle, 24
fonction transcendante, 24
formules de Taylor, 41
frontiere, 17



graphe, 23

hélice, 90

Héron, 91
homéomorphisme, 71
hyperplan, 11

hyperplan tangent, 33
hypersurface, 23
hypersurface de niveau, 79

inégalité du triangle, 8
intérieur, 17
isomorphisme, 71

jacobien, 55

laplacien, 64
limite d’une fonction, 23

méridiens, 90

matrice hessienne, 41

matrice jacobienne, 54
moyenne arithmétique, 91
moyenne géométrique, 91
multiplicateurs de Lagrange, 89
multiplication scalaire, 5

normale, 11
norme d’un vecteur, 8
norme d’une transformation linéaire,

9

opérateur différentiel linéaire d’ordre
deux a coeflicients constants,
62

parallélépipede, 6
paralleles, 90

paramétrage, 82

pas d’une hélice, 90

pavé, 6

point de rebroussement, 85

points critiques, 43
points stationnaires, 43
polyedre, 6

polynome, 24
polytope, 6

produit scalaire, 8
produit vectoriel, 11
projections, 23

rang d’une matrice, 49

série normalement convergente de
vecteurs, 14

segment, 6

sommets, 6

sphere, 9

suite convergente de vecteurs, 14

surface paramétrée, 85

tétraedre, 6

transformation continue, 51
transformation dérivable, 54
transformation de classe C®), 54
transformation différentiable, 54
triangle, 6

variété différentiable, 82
vecteur déplacement, 12
vecteur gradient, 33
vecteur position, 5
vecteur unitaire, 42
vecteurs orthogonaux, 11
voisinage, 32
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